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DEUXIEME PARTIE. 



LIVRE PREMIER. 

COMPLÉMENT DES ÉLÉMENTS D'ALGÈBRE. 



i. Nous comprenons sous le titre de Complément des éléments 
(ïalgebrej les notions sur les séries et leur convergence, le déve- 
loppement de la formule du binôme et ses applications, la 
théorie algébrique des logarithmes et la résolution des équations 
exponentielles. 



CHAPITRE PREMIER. 

DES SÉRIES. 

S I. Notions préliminaires. 

2. DÉFINITIONS. Une série est une suite illimitée de quantités 
qui se succèdent suivant une loi déterminée. Ces quantités sont 
les termes de la série. 

Nous représenterons les termes d'une série par Wj, t^i, ui 

u»,....,On dit que u^ est le terms général : sa valeur dépend de 
Alg. sp. B. 1 
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celle de n, et, en y donnant à n les valeurs successives 0, 1, 2,...., 
on obtient les divers termes. 

On désigne par S« la somme algébrique des n premiers termes 
de la série ; de sorte que l'on a : 

5. SÉRIES CONVERGENTES OU DIVERGENTES. On ditqu'uUC Sérfc 

est convergente, lorsqu'il. existe une limite finie dont la somme 
Sn s'approche indéfiniment, à mesure que n croît indéfiniment. 
La limite S, vers laquelle elle tend, se nomme la somme de la 

série. 

Si, au contraire, la somme S» ne tend pas vers une limite fixe, 
la série est dite divergente. Une série divergente ne représente 
rien, et ne peut être d'aucun usage en analyse. 

4. Exemple. Une prc^ression par quotient est une série con- 
vergente, lorsque sa raison est moindre que l'unité. On a vu 
(1, 370), en effet, qu'en supposant q moindre que 1, la somme 

s'approche indéfiniment de la limite déterminée jlf^" 

Une progression géométrique indéfinie, dont la raison sur- 
passe l'unité, est divergente. Car la somme de ses termes croît 
indéfiniment avec leur nombre. 

5. Remarque. Pour qu'une série soit convergente, il faut qu'à 
"U I partir d'un terme suffisamment éloigné, le terme^ji^tende vers zéro^ 

'^ ^ quand n augmente indéfiniment. En effet, si une série est conver- 
gente et a pour limite S, on peut prendre n assez grand, pour 
que les sommes Sn, Sn+i, Sn+t diffèrent de S aussi peu que l'on 
voudra. Les différences Sn+i — Sn, Sn^.2 — Sn+i, sont alors aussi 
petites qu'on le veut. Or Sn+i — S» = u^, Sn+j — Sn+i= Wn+i. Donc 
les termes u^, Un^t tendent vers zéro. 

Mais cette condition nécessaire n'est pas suffisante. Pour le prou- 
ver, nous allons faire voir que la série, dite harmonique^ 
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dont les termes diminuent indéfiniment, est cependant diver- 
gente. Et, en effet, si l'on groupe les termes de la manière imi- 
Taate: 

on reconnaît que chaque partie, renfermée entre parenthèses, 

l 
2 



est plus grande que ^ , car la dernière, par exemi^e, contient 



n termes^ tons supérieurs ou au moins égaux à ^. Or la série se 

compose d'une infmité de groupes semblables ; il est donc évi- 
dent que la somme peut dépasser toute limite assignée. 

6. Caractère général des séries convergentes. Le caractère 
d'une série convergente consiste dans la condition suivante. 

Pour qu'une série soit convergente^ il faut et il suffif qu'on puisse 
prendre dans la série un nombre n de termes assez grand à partir 
du premier^ pour que la somm^ des p suivants^ 

[a] w„-f w»+4 +ti„+2+ -f u«+p-i, 

soit, quelque grand que soit p, inférieure, en valeur absolue, à une 
quantité donnée, si petite qu'elle soit, et tende vers zéro, quand n 
croît indéfiniment. 

La condition est nécessaire : car, si la série est convergente, 
on peut doflnerà nune valeur assez grande, pour que, quel que 
soit py les deux sommes S,» et Sn+p diffèrent de leur limite com- 
mune S aussi peu qu'on voudra (5) : leur différence, c'est-à-dîre 
la somme [û], est donc, pour celte valeur de n, inférieure, en 
valeur absolue, à un nombre donné, si petit qu'il soit; et elle 
tend vers zéro, quand n croît indéfiniment. 

La condition est suffisante : car, si elle est remplie, on peut 
choisir pour n une valeur déterminée n' assez grande, pour que 
la somme. 
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soit, en valeur absolue , inférieure, quelque grand que soit p, 
à un nombre donné «, si petit qu'il soit ; par suite, pour celte 
valeur n', la somme {b] étant comprise entre — a et -fa, la 
somme Sn'+p est comprise entre les deux nombres flxes S»» — « 
et Sn'+ «. Et, cela ayant lieu pour toute valeur de p, il est évi- 
dent que, povr toute valeur de n, plus grande que n', la somme Sn 
sera comprise entre les mêmes limites^ et ne pourra pas croître indé- 
finiment avec n. D'ailleurs, si Ton donne à n' des valeurs de plus 
en plus grandes, la somme [b] tend vers zéro ; les deux nombres 
Sn' — «, Sn'+a se rapprochent, par suite, indéfiniment l'un de 
Tautre ; la somme S» a donc une limite unie et déterminée. La 
série est convergente. 

7. Remarque. Il n'est pas toujours facile d'appliquer le ca- 
ractère général qui précède, et de décider si une série est con- 
vergente ou divergente. Un des procédés les plus élémentaires 
consiste à comparer la série proposée à une autre série que Ton 
sait être convergente ou divergente; cette comparaison conduit 
à quelques règles qui permettent de prononcer dans un grand 
nombre de cas. Nous nous occuperons d'abord des séries dont 
tous les termes sont positifs. 



S II. Des séries à termes positifs. 

• 

8. Théorème I. Une série, à termes positifs^ est convergente, 
lorsque, à partir d*une certaine limite, U rapport d'un terme au pré- 
cèdent est constamment moindre qu'un nombre fixe plus petit que 
Vunité : il ne suffirait pas qu'il fût constamment moindre que 
Vunité. 

La série est divergente, lorsque, à partir d'une certaine limite y le 
rapport est plu^ grand que Vunité. 

!• Considérons la série, 

^»+^i + ^» + «»» •+t^i» + ««+i+«» ••; 
et supposons qu'à partir du terme u^y le rapport d'un terme au 
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précédent soit constamment plus petit qu'un nombre fixe k in- 
férieur à Tunité; nous aurons : 

On déduit évidemment de ces inégalités : 

t*n+l<&W|„ Wn+,<&'Un, U»+|<&»U», .... ; 

en sorte que les termes de la série proposée, & partir de Un> sont 
moindres que ceux de la progression géométrique décroissante, 

il est donc impossible que leur somme croisse sans limite. Lors 
donc qu'on prendra un nombre de termes de plus en plus grand 
dans la série proposée, la somme, qui va sans cesse en aug- 
mentant, puisque tous les termes sont positifs, ne pourra ce- 
pendant pas surpasser tout nombre donné. Il est, dès lors, évi- 
dent qu'elle a une limite, précisément égale au plus petit des 
nombres qu'elle ne peut surpasser. 

2"* Si, à partir d'une certaine limitOi le rapport d'un terme au 
précédent est plus grand que l'unité, il est évident que les ter- 
mes vont en croissant, et que; par suite, leur somme augmente 
sans limite. La série est donc divergente. 

Remarque. La démonstration précédente serait en défaut, si 
l'on avait : /p = 1. Dans ce cas, il y aurait doute ; et la série pour- 
rait être convergente ou divergente, comme on va le "Voir par 
des exemples. 

9. Comment on applique ce théorème. Ordinairement le rap- 
port d'un terme au précédent converge vers une limite /, quand 
n croit indéGniment.' 

Si l est inférieur à Vunité, on peut choisirarbitrairement, entre 
lei 1, un nombre déterminé k. Puisque le rapport tend vers /, 
on peut prendre n assez grand, pour que ce rapport soit con- 
staniment inférieur à k, qui est plus petit que 1. La série est donc 
convergente. 



Si lest phis grcmd que Vunité, on peut encore choisir arbitrai- , 
rement, entre 1 et /, un nombre déterminé A;; et le rapport, se 
rapprochant indéfiniment de /, finira par devenir constamment 
plus grand que h^ qui est supérieur à Tunité. La série est donc 
divergente. 

Sil=\^ily.a doute; et le théorème I est insuffisaat, pour pev-* 
mettre de prononcer sur la convergence ou la divergence de la 

, série. Cependant, si le rapport -î^^ finit par être toujours aur- 

Un 

dessus de sa limite 1, la série est divergente; car alors les termes 
finissent par aller toujours en croissant; et, comme ils sont tous 
positifs, leur somme peut devenir plus grande que toute quan- 
tité donnée. 

10. Limite de l'erreur commise. La démonstration du théo- 
rème I fait connaître une limite de Terreur que Ton commet, 
lorsque Ton s'arrête, dans la sommation d'une série conver- 
gente, à un terme d'un certain ordre. Supposons, en effet, qu'à 
partir du terme w#, le rapport d'un terme au précédent soit 
constamment plus petit qu'un nombre k inférieur à l'unité; les 
termes w^+i, i/i+j, li^j,... seront (8) respectivement moindres 
que hui^ k^Uiy k%, ... ; et par suite, la somme des termes que l'on 
néglige, quand on s'arrête à w,.|, sera moindre que w<-{-&i/| 

-|-AH4<+ •w<+--*> ou que Y^iL»' Ainsi , en désignant par s 
l'erreur commise, on a : 





11. IzEMPi^. 1* Soit la série : 

m i+î+î:2+îX3+ 1.2.3.4 ''■♦•+r2x::;»+- 



•• 



Le rapport du (n+l)"' terme au précédent est-; sa limite est 

zéro, quand n croît indéfiniment. La série est donc conver- 
gente. 

1 
Si Ton s'arrête au terme -^-r-r :, le rapport de Tua quel- 
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conque des termes qui le suivent au précédent est toujours infé- 
rieur à t^tt; ^^ P^^^ ^^^^ prendre ft=r-7-^ ; et Ton trouve, 
pour Terreur commise : 



«< 



1.2.3....iV"^îj* 



2* Si Ton considère la série harmonique [1] (n" S), le rapport 

du n*" terme au précédent est , ou f 1 — ). Il est toujours 

plus petit que 1; mais sa limite est 1, quand n croit indéfini- 
ment. Il y a doute; mais on a démontré (ISJ, par un procédé 
particulier, que la série est divergente. 

3* Soit encore la série : 

(fi 1\» / i\t 

le rapport du n"^ terme au précédent est ^ — r-^>ou ( l — ) : 

et sa limite est encore l'unité. Le théorème I ne nous apprend 
donc rien. Mais, que Ton groupe les termes de la majuère sui- 
vante: 

^+(è+^) + (r'+f.+f»+T.) 

I t §«"r 91"!" • • • • + Y^tj + ••••» 

c*est-à-dire,de telle sorte que chaque groupe commence par un 
terme dont le dénominateur est une puissance de 2; la valeur 

du premier groupe sera plus petite que 2 lois^ ou que - ; celle 
du second sera moindre que 4 fois -„ ou que - ; celle du troi- 
sième sera inférieure à 8 fois -5, ou à - ; et ainsi de suite. La 
somme cfes teroaes de la série est donc moindre que celte des 
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termes de la progression décroissante l+5+j + g+.«.. La 

série est donc convergente. 

12. Cas ou la série est ordonnée par rapport aux puis- 
sances d'une variable. Il arrive souvent qu'une série est or- 
donnée par rapport aux puissances entières et croissantes d'une 
variable x. Si le terme général Un est égal à AnO?*, le rapport 

-2ilsera égal k^—x; et, si l'on désigne par l la limite vers la- 
quelle tend le rapport des coefScients-^i quand n croit indé- 

An 

finimenty le rapport des deux termes aura lui-même pour limite 
Ix. La série sera donc convergente, si l'on a (0) : 

te<l, ou a?<7. 

Ainsi la série sera convergente, tant que x sera plus petit que 

1 1 

p et divergente, quand x sera >2-. Il y aura doute, si l'on donne 

à â; la valeur j. 
Exemples. 1"* La série 



• • • • 



a pour coefficients les termes de la série [2] ; le rapport des 
coefficients -f^* est donc égal à-, et sa Umite (=0. La série 

est donc convergente pour toute valeur de x inférieure à^r, 



c'est-à-dire quel que soit x. 
S* La série 

[5] €+^+|VÇ+.... +?+ 



• • • « 



a pour coefficients les termes de la série harmonique [1] ; le 
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rapport des coefficients est donc (l — ), el sa limite est 1. La 

série est donc convergente pour toute valeur de x plus petite 
que 1, et divergente pour toute valeur de x plus grande que 1. 
Il y aurait doute, pour x= 1 : mais nous savons (S), qu'alors la 
série est divergente. 

15. Théorème IL Une série^ à termes positifs, dont k terme gé- 
nérai estVn^ est convergente^ lorsque ^Un est^ pour une certaine va- 
leur de ï) y et pour toutes les valeurs plv^ grandes ^ plm petit qu'un 

nombre fixe k, inférieur à Vunilé Elle est divergente^ lorsque v^îïli 
est constamment plus grand que V unité. 

1* Si, à partir d'une certaine valeur de n, on a constamment 
)l^n<iK on en déduit les inégalités suivantes : 



Un<h\ w^4<fc"-^, tj^<**^i 



en sorte que les termes de la série proposée, à partir de u», sont 
moindres que ceux de la progression géométrique décroissante 

On en conclut comme au n« 8, que la série est convergente. 

2® Si, au contraire, à partir d'une certaine valeur de n, y^u^ 
est constamment supérieur à l'unité, il en est de même de u^ ; 
par suite les termes vont en augmentant : et leur somme peut 
dépasser toute grandeur donnée. 

Remarque. La démonstration est en défaut, si /c=l. Dans 
ce cas, il y a doute ; et Ton ne peut affirmer, en général, si la 
série est convergente ou divergente. 

14. Comment ON applique le théorème. On prouve d'ailleurs. 

comme au n** 9, que si s/u^ tend vers une limite l plus petite 
que 1, la série est convergente ; que si l est supérieur à l'unité, 
la série est divergente ; et qu'il y a incertitude dans le cas où 

2=1. Cependant si s/ui, finit par être constamment au-dessus 
de sa limite 1, la série est divergente. 

15. Limite de l'erreur commise. Dans le cas où la série est 
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convergente, la démonstration précédente fournit une limite de 
l'erreur e que Ton commet, lorsqu'on s'arrête à un terme Ui^^. 
On a évidemment : 

k étant une limite supérieure de V^* 

16. Remarque. Les limites dont les deux théorèmes I et 11 
font dépendre la convergence sont nécessairement égales entre 
elles. 

Soit en effet la série 

Wo + t*l + t^+ . . . . +t*i»+ • • • • 

et m^^=k, 

Un 

Umyun=^k'^ * . • 

dans la série 

Wo +UiX+Ufn*. . . . + w„a;"+ . . . ., 

le rapport d'un terme au précédent a pour limite K^ et par con- 
séquent elle est convergente ou divergente suivant que x est 

plus petit ou plus grand que ^, mais la racine n^ de terii^ gé-* 

néral w»a?" a pour limite Kx, et par conséquent en vertu du 
tbéorème II, elle est convergente ou divergente suivant que n 

est plus petit ou plus grand que ^9 les deux résultats ne peu- 
vent s'accorder que si h est égal à k\ 

17. T^éORÊMB III. Si les termes d'vm sériCy 

vont constamment en diminuant, à partir du premier y cette série 
sera convergente ou divergente, en même temps que la série. 
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En effets supposons d'abord la première série convergente. 
On a évidemment les relations : 

16u,5 < 21/8 + 21/9+2^,0+ +2li,a. 



Si Ton ajoute, membre à membre, ces inégalités, on a ^ 

t«o+2tii+4tt8+8w7 + 17wij + ..*. 

<M|+2wi+2Wa+ 21/8+2^4+..,. +2ui6+.. .; 

donc la somme d'un certain nombre de termes de la seconde 
série est plus petite que le double de la somme des termes de la 
première, terminés au terme de même indice. Or, celle-ci est 
convergente, par hypothèse; donc la seconde Tesl, à plus forte 
raison. Donc la convergence de la première entraine celle de la 
seconde. 

Supposons maintenant que la première série soit divergente. 
En groupant les termes d'une autre manière, on a évidemment: 

2l/|>Ui+l/,, 

4l/8>t^+ W4 + W8+tt«, 
8l/7>W7 + U8 + ll9+. ...+t^. 



d'où, en ajoutant membre à membre, 

Wo+2wi+4i/9+8w7+..,. 

>«0 + Wi+t*2+W8+W*+t^+. . . .+Wu + . . . . 

Ainsi la somme d'un certain nombre de termes de la seconde 
série est plus grande que la somme des termes de la première, v 
terminés au terme d'indice double. Or celle-ci croit indéfiniment. 
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par hypothèse : donc la seconde est divergente. Ainsi la diver- 
gence de la première entraine la divergence de la seconde. 
C'est ce qu'il fallait démontrer. 

18. Applications. Prenons, pour la première série, la sui- 
vante : 

la seconde sera : 

Or cette dernière est une progression géométrique, dont la 
raison est 2*"-». Donc elle est convergente, si et est plus grand que 
l'unité; elle est divergente, si a est égal ou inférieur à l'unité. 
Donc la première série est convergente, si a> 1 ; et divergente, 
sia^^l. 

Nous avons déjà obtenu ces résultats pour la série [1] où a=l, 
et pour la série [3] où a=2. 

Prenons pour la première série, la suivante : 

•^^^ *"*"2(log2)«+ 3(iog3f "*"4(iog4)»+* • • • "^n(logn)*"'"* • * * 
Lri seconde sera : 

^■^■ôôpr "^ôôg4)^"^âôPr''"* " ' "^(ïogi^''"* ••• 

ou, en remarquant que (log 2*')*=n"(log2)% 

^+ôôg2rv ■'"2'*"^3=+- • • • +ï?+---7 

Or la série, renfermée entre parenthèses, n'est autre que la 
série [6]. Donc elle est convergente, si a est plus grand qufe 1 ; 
et divergente, si a est égal ou inférieur à 1. Il en est donc de 
même delà série [7]. 

19. Rebiarqueu II n'est pas nécssaire, pour appliquer le 
théorème III, de commencer la seconde série par le premier 
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terme de la première : car la convergence d'une série ne dépend 
que de ses termes éloignés. Ainsi , laissant de côté les i premiers 
termes, on considérera les deux séries : 

w,+ 2Ui+i + 4îi,+,+ 8u<^.7+ .... ; 

elles seront convergentes et divergentes ensemble. 

20. THÉORèMK IV. Une série^ à termes positifs, est convergente^ 
lorsque^ à partir Sun certain terme^ le rapport du logarithme de 

— au logarithme dé n est constamment plus grand qu*un nombre 

fixe k, supérieur à l'unité'. Elle est divergente, si le rapport est con- 
stamment plv^ petit que Vunité. 

l 
l"* Si le rapport de log — à log n est constamment plus grand 

Un ' 

que k, il en résulte que l'on a : 



log-->&logn, ou log— >logn*; 

Un Vn 



et, par suite, 



l>n\ ou «.<^ 



Les termes de la série proposée sont donc, à partir de u», plus 
petits que les termes correspondants de la série 

1 . 1 , 1 ■ 
+(n4-i)»+(n + l)»+-'**' 

or cette dernière est convergente, puisque k est plus grand 
que 1 (17). Donc la série proposée est aussi convergente. 

2* Si, au contraire, le rapport, à partir de Un, est constamment 
inférieur à l'unité, on en conclut : 

log~<log7i, ou — <n, ou Wn>-. 

Un Un »l 
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Les termes de la série proposés sout donc, à partir de m^ ^us 
gnuids que <^eu$ de la série 

laquelle est divergente (5), La série proposée est donc diver- 
gente. 

Gomment on applique le théorème. Si, comme cela arrive 

le plus ordinairement^ le rapport de log — à log n converge vers 

une limite i, on prouvera, comme au m 0, que la série est con- 
vergente, quand l est supérieur à l'unité; qu'elle est divergente, 
quand l est inférieur à 1 ; et qu'il y a incertitude dans le cas où 
l=zl. Cependant, si le rapport finissait par être constamment 
inférieur à sa limite 1, la série serait divergente. 

21. Remabques. Telles sont les règles les plus élémentaires, à 
l'aide desquelles on se prononce sur la convergence des séries à 
termes positifs. Il en existe d'autres, que nous n'avons pas à ex- 
poser ici. Nous ferons^ toutefois, les deux remarques suivantes, 
qui trouvent fréquemment leur application. 

1° Si une série, dont tous les termes sont positifs, est convergente, 
elle k' sera encore^ quand on muUipUera tous ses termes parunméms 
nombre quelconque ^ ou même par des nombres différents , pourvu 
qu'ils soient finis. 

En effet , si l'on peut prendre n assez grand , pour que la 
somme 

soit, quelque soit p, aussi petite qu'on le veut, et tende vers zéro, 
quand n augmente indéfiniment (6), il en sera de même de la 
somme 

puisqu'elle est inférieure à la somme 

dans laquelle A est le plus grand des coefficients introduits 
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2» Si Von a une série convergente^ 
et qu*une autre sérîe^ 
soit telle, qu^à partir du terme (ïun certain rang i, on ait consffliH- 



ment : 






cette seconde série est aussi convergente. Car , si Ton mtiltiplie la 
première par ~, nombre fini , on obtient une nouvelle série 

Ui 

qui, d'après la première remarque, est encore convergente. Or, 
à partir du terme «<, les termes de celle nouvelle série, 

sont plus grands qife les termes correspondants de la seconde. 

Donc cette dernière est, à idus forte raison, convergente. 
S III. Des séries dont tous les termes ne soat pas positifs. 

22. Th^reme I. Lorsqu'une série n'a pas tous ses temnes de 
même sigiie^ U suffit pour qu'elle soit convergente ^ qu'elle le soit 
quand on donne le même signe (-}- por exemple) à tous ses termes. 

En effet, puisque la série à termes positifs est convergente, 
on peut prendre pour n une valeur i assez grande , pour qu'à 
partir du terme Ui, la somme des p suivants soit aussi petite que 
l'on voudra, et tende vers zéro, à mesure que i croît [6]. Il en 
sera donc de même, à plus forte raison, de la somme algébrique 
desp termes correspondants de la série proposée, puisque, dans 
la première tous les tenues s'ajoutent, et que, dans la seconde, 
les uns s'ajoutent, et les autres se retranchent. Donc la série 
proposée [6] est convergente. 
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On pourra donc appliquer à ces nouvelles séries les règles de 
convergence données pour celles dont tous les termes sont posi- 
tifs , et déterminer de même une limite de Terreur que Ton 
commet en s'arrètant à un terme de rang quelconque. Mais il 
peut arriver qu'une série, dont les termes ne sont pas tous posi- 
tifs, soit convergente, et qu'elle devienne divergente, quand on 
donne le même signe à tous ses termes. Il est donc utile de don- 
ner des règles spécialement applicables à ce cas : nous nous 
bornerons à la suivante. 

23. Théorème II. Si dans une série^ les termes sont alternative- 
ment positifs et négatifs^ et qu'ils décroissent indéfiniment^ la série 
est convergente. 

Soit, en effet, la série : 

dans laquelle les termes tio, ixi, t/i . . . vont toujours en dimi- 
nuant, de telle sorte que chacun soit plus petit que le précédent, 
et que u^ puisse devenir aussi petit qu'on le voudra, si n est. 
suffisamment grand. 

Nommons S^, S,, Sj,. ... S^, ... . les diverses sommes qu'on 
obtient, en arrêtant la série successivement, au terme Wo, au 
terme t/j, au terme Wj,. ... au terme Un* Représentons ces sommes 



O S 



•-'i 



-Â * ' A i Ij -i ' ' 

C8 1^5 1^7 '^ *^8 ^C 1^4 1^ i^o ^ 



La première, So, sera représentée par OSo- La seconde, Si^ 
étant égale a w^ — Wi, est plus petite que So*, représentons-la 
par la longueur OSi- La troisième. Sa, élant égale à Si-j-t/j, 
est plus grande que S* ; mais elle est plus petite que So; car , 
pour la former, à So on a ajouté — Wi + tij, quantité négative : 
elle sera doncreprésenlée par OSi. La quatrième, Sj, étant égale 
à Sj — !/|, est plus petite que S^; mais elle est plus grande que 
Si ; car, pour la former, à Si on a ajouté Wi — m„ quantité posi- 
tive : nous la représentons par OS,. Et ainsi de suite. D'après 
cela, les sommes Si, Sj, Sj,. . . . forment une série croissante, et 
les sommes, S^, Sj, S*,. .. . forment une série décroissante. D'ail- 
leurs les termes de la première série n'augmentent pas indéfi- 
niment, car ils sont tous plus petits que les divers termes de la 
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seconde; cela résulte de la loi même de leur formation. Dès lors, 
il est évident que ces termes ont une limite, qui est précisément 
le plus petit des nombres quMIs ne peuvent pas dépasser. De 
même, les termes de la série décroissante, S|,Ss, S49. ••. ontune 
limite; car ils sont plus grands que chacun des termes de la 
série croissante ; et cette limite est le plus grand des nombres 
auxquels ils restent constamment supérieurs. Enfin » ces deux 
limites sont les mêmes; car on a : Sj» — Sfn-i=Wi»; et, par con- 
séquent, la différence entre deux termes correspondants des 
deux séries à indices pairs et impairs, peut devenir aussi petite 
que Ton voudra. Il y a donc, sur la droite OX, entre les extré- 
mités des longueurs qui représentent Sm-i et S,», une distance 
qui diminue indéfiniment, quand n augmente indéfiniment; de 
sorte que ces extrémités se rapprochent indéfiniment d'un 
point S, qui est leur limite commune. La longueur OS représente 
la somme de la série. 

24. Limite de l'erreur commise. Verreur que Von commet^ 
lorsqi^ Von s'arrête à un terme Ui-i, est moindre que le terme m- 
vant et de mime signe que lui. En efl!et, la somme S de la série est 
évidemment comprise entre S<.i et S^ Donc l'erreur commise, 
en prenant S^ pour valeur approchée de S, est moindre que la 
différence entre Si et S<-i, laquelle est ± uo Les valeurs appro- 
chées, que l'on obtient en considérant un nombre de termes de 
plus en plus grand , sont donc alternativement trop grandes et 
trop petites : mais Terreur est, en valeur absolue, moindre que 
le premier des termes que l'on néglige. 

28. Exemple. Soit la série : 



[8] ^— ^+t-t+t----"-ô;: + 



2 • 3 4 • 5 2n ' 2n+l 



•• • • 



Le rapport d'un terme au précédent est , en valeur absolue, 

, a?; et sa limite est x. Donc la série sera convergente (9 et 

22), si la valeur absolue de x est inférieure à l'unité. Elle sera 

divergente, si x est plus grand que 1. On verra plus tard, d'aiU 

Alg. sp. B. 2 
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leurs, que» dans ce cas, les termes ne dimiauent pas indéfini- 
ment. Si â?s3l| la série est convergente (22) ; car elle devient : 

et SCS termes, alternallvetnent positifs et négatif, décroissent 
indéfiniment. Si, au contraire, on fait aî=— 1, on retrouve la 
série harmonique, qui est divergente. 
•Enfin, lorsque la série est convergente, Terreur e commise, 

en s'arrétant au terme r,* est moindre, en valeur absolue. 

n — 1 ' 

que —, et de môme signe que ce terme. 

26. Remarque. Quand une série, dont tous les termes ne sont 
pas positifs, est convergente indépendammen t des signes de ses 
termes, on peut la considérer comme la différence des deux sé- 
ries convergentes, dont Tune serait formée par les termes posi- 
tifs, et l'autre par les termes négatifs. En effet, désignons par S» 
la somme des n premiers termes de la série, et par S'n» et S'V les 
sommes des termes positifs et des termes négatifs compris dans 
ces n termes: on a évidemment : 

Or, à mesure que n augmente, en même temps que n' et n% 
ces trois sommes, qui sont convergentes, tendent simultanément 
vers leurs limites S. S', S*^. 

Mais il faut se bien garder d'étendre cette remarque aux séries 
qui deviendraient divergentes si tous leurs termes devenaient 
positifs. On serait ainsi conduit à des erreurs graves. En voici 
un exemple remarquable. 

La série harmonique [4] est divergente. Mais la série 

L^J ^ 2^3 4^5 6^----^2n-^l 2n^"-' 

composée des mêmes termes, pris alternativement aveo le 
signe -\- et avec le signe —, est convergente (22), puisque les 
termes vont en diminuant indéfiniment* Nous verrons plus tard, 
qu'elle a pour somme (1^7) le logarithme népérien de %• 
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Or» 81» en changeant l'ordre des termes on écrit : 



il semble qu'on écrive la même chose, car les deux séries [9] 

1 1 1 



et [10] ont les mêmes termes positifs, l, ^ ri r, , et les 



mêmes termes négatifs -, -, g> g- • • • Cependant leurs sommes 

sont différentes. En effet, si sans changer l'ordre des termes de 
la série [9] on les groupe quatre par quatre, le n"' groupe sera 

n ^ 1 . I 1 

M 



4n— 3 4n— 2~4n— i 4n' 

et Ton obtiendra la somme s de la série, en faisant la somrpe 
des valeurs que prend ce groupe, quand on y donne à n toutes 
les valeurs entières possibles. De même, si l'on groupe trois par 
trois les termes de la série [10], le n"« groupe sera : 

••"J 4n— 3'^4n— l"^2n* 

et Ton obtiendra la somme s', de la série, en faisant la somme 
des valeurs que prend ce groupe, quand on y donne à n toutes 
les valeurs entières possibles. Or l'e^tcès du groupe [f] sur le 
groupe [a] est évidemment 

. 1 1,1 * 1 1_ 

4n— 2 2n"^4n* ^" 5ïï^ 4n* 

ou enfin [r] 1(^-1). 

« 

On a donc identiquement, quel que soit n : « 

\4n— 3^4n— 1 an/ 

_/_i _j , _i L\ j_V_i » \ 

■"W — 3 4n— 2"''4n— 1 W'sxan— 1 ^)' 
Si donc on donne successivement à n, dans cette identité, les 
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valeurs 1, 2, 3, ... n, et qu'on ajoute les résultats membre à 
membre, on aura, quel que soit n : 

\4n — 3^4n— 1 2n/ 

_^/ 1 1 ._! l\4.i2/'_i L\ 

— -^^411 — 3 4n— 2"^4n— 1 4ny"^2 \2w — 1 2n/* 

Si Ton suppose enfln que n croisse indéfiniment, la première 
somme a pour limite s\ et la seconde s. Quanta la dernière» elle 

a aussi s pour limite, puisque (2^—1 ""In) ^^*^^^"' groupe 
de la série [9], quand on y prend les termes deux. 

Donc: *'=*+2*> 

3 

d'où: ^=2** 

3 
Ainsi la somme de la série [10] est les - de la somme de la 

série [9], Il n'est donc pas permis de changer l'ordre des termes 
d'une série, lorsqu'elle n'est pas convergente indépendamment 
des signes de ses termes. 

On comprend, en effet, que, dans le cas de la série [9], la 
somme de ses termes positifs est infinie, ainsi que la somme de 
ses termes négatifs; de sorte que la somme de la série est la 
différence dé deux infinis, quantité tout à fait indéterminée, dont 
la vraie valeur doit dépendre de la loi suivant laquelle on s'a- 
vance simultanément dans les deux séries. 

S Vf. Étude d'une série remarquable. 

27. DÉFINITIONS DE 6. Parmi les séries, dont on fait usage en 
analyse, une des plus remarquables est la éérie 

p^ ^+ï+T:2+îX3"*^r2i:4+ "*^i.2.3 n+-- 

Nous avons vu [1 1], que cette série est convergente, et que, si 
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Ton s'arrête, dans Id sommation des termes, au terme yt^ ^> 

l'erreur commise est moindre que -. t-s-^ — ?• On représente 

par e la somme de la série. 

La somme e est comprise entre 2 et 3. En effet, elle est plus 
grande que 2 ; et, pour prouver qu'elle est inférieure à 3, il suf- 
fit de montrer que Ton a : 

T72"^Tr2T3"^1.2.3.4"^ ' 1.2.3....n"^ ^^' 

inégalité évidente, si Ton remarque que les termes du premier 
membre sont inférieurs aux termes de même rang de la pro- 
gression décroissante, 

dont la somme est 7-^, ou 1. 

28. La série est incombiensurable. En effet, supposons, s'il 
est possible, que l'on ait : 

î=^+î+î:2+î:o+''*- 

+_J_+_L_+ 

^1.2.3...^^1.2.3...g(g+l) ' ** •'* 



peiq étant entiers. Si Ton multiplie les deux membres par le 
produit 1.2.3.. .g, le premier membre et les (9 + 1} premiers 
termes du second deviennent des nombres entiers : et si l'on 
désigne par N la somme de ces derniers, il vient : 

1.2.3... (g— l)p 
^'*'*"?Tï"^((?+i)(«+2)+(«+i)(g+2)(g + 3+-- 
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D'ailleurs la somme des termes qui suivent N est moindre que 
la somme des termes de la progression décroissante. 



7+T+(ç+i)»+(g+l)i+ 



\ 



c'est-à-dire, moindre que -; elle est donc une fraction propre- 
ment dite. Un nombre entier serait donc égal à un nombre en- 
tier augmenté d'une fraction; ce qui est absurde. Donc la série 

e ne peut être égale à une fraction -; elle est incommensurable. 

90. Galcul de e avec fiO DéciMALEs. Le calcul de la valeur nu- 
mérique de e en fraction décimale ne peut se faire qu'avec une 
certaine approximation (28). On commet une première erreur 
en s'arrètant, dans la sommation de la série, à un terme d'un 
certain ordre, et en négligeant tous ceux qui le suivent. On en 
commet une seconde, en réduisant en fractions décimales les 
termes que l'on conserve : car aucun d'eux, à l'exception des 
trois premiers, ne se convertit exactement. Or, on calcule que 
l'on a : 



l.2.3....20^10«*' 1.2.3.. .,21 ^10**' 

donc la première erreur, commise en s'arrètant au 22"« terme, 
est (27) moindre que — de j^y ou que -jrrjj. Si l'on calcule cha- 
cun des 19 termes qui suivent les trois premiers, avec 22 chif- 
fres décimaux, la seconde erreur sera inférieure à 19 unités 

du 22"« ordre décimal, et par suite ^r^* L'erreur totale sera 

donc moindre que rrj^, ef, à plus forte raison, qu'une unité du 

20'"« ordre décimal. Voici les valeurs de ces S2 termes avec 
22 chiffres décimaux. 



COMPLÉMENT DES SLSMENTS D'ALGËBRE. S3 

0,5 

0,16666 66666 66666 66666 66 
0.04166 66666 66666 66666 66 
0,00833 33333 83833 88338 83 
0,00198 88888 88888 88888 88 
0,00019 84126 9841 S 69841 26 
0,00002 48015 87301 58730 15 
0,00000 27557 31922 39858 90 
0,00000 02755 73192 23985 89 
0,00000 00250 52108 88544 17 
0,00000 00020 87675 69878 68 
0,00000 00001 60590 43836 88 
0,00000 00000 11470 74559 77 
0,00000 00000 00764 71637 31 
0,00000 00000 00047 79477 38 
0,00000 00000 00002 81145 72 
0,00000 00000 00000 15619 20 . 
0,00000 00000 00000 00822 06 
0,00000 00000 00000 00041 10 
0,00000 00000 00000 00001 95 

2,71828 18284 59045 23535 84 
Ainsi e=2,71828 18284 59045 23536... 



RÉSUMÉ. 

1 . Ce que comprend le complément des éléments d'Algèbre. — 8. Co 
qu'on appelle série : terme général d'une série. — 5. Ce qu'on 
nomme série convergente ou divergente : somme d'une série ^nver- 
gente. — 4. Une progression par quotient est convergente, quiind la 
raison est plus petile que l'unité, divergente dans le cas contraire. — 
6. Pour qu'une série soit convergente, il faut que ses termes déeroia* 
sent indéfiniment ; mais la condition n'est pas suffisante. — 6. Carac- 
tère général des séries convergentes. — 7. Procédé ordinaire pour dé- 
cider si une série est convergente. — 8. Une série, à termes positifs, est 
convergente, lorsque le rapport d'un terme au précédent est, à partir 
d'une certaine limite, moindre qu'un nombre fixe plus petit que 1. — 
9. Comment on applique le théorème, quand le rapport a nne limite*— 
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10. Limite de Férreur commise, quand on s'arrôte à un certain terme. 

— 11. Applications. — 12. Cas où la série est ordonnée suivant les 
puissances d'une variable. — 15. Une série, à termes positife, est con- 
vergente, lorsque {/ûii est, à partir d'une certaine liq^ite, plus petit 
qu'un nombre fixe inférieur à 1. — 14. Gomment on applique le 
théorème. — 1^. Limite de l'erreur commise. — 16. Si les termes d'une 
série u« 4-^1 +^s4~**** ^^"^ constamment en diminuant, cette série 
est convergente ou divergente, en même temps que la série u«-)-2tf| 
-f 4u,+8u,-}— • • — ^^- Applications. — 18. Remarque. — 19. Une 
série est convergente, lorsqu'à partir d'un certain terme, le rapport de 

log^ à log n est constamment supérieur à un nombre fixe plus grand 

que 1. ^ 20. Comment on applique le théorème. — 21 . Remarques. 

— 22. Lorsqu'une série n'a pas tous ses termes positifs, elle est con- 
vergente, si elle reste convergente, quand on donne le même signe à 
tous ses termes. — 25. Une série, dont les termes sont alternativement 
positifs et négatifs, est convergente, quand les termes décroissent in- 
définiment. — 24. Limite de l'erreur commise. — 25. Application. — 
26. On ne peut pas toujours considérer une série comme la différence 
entre la somme de ses termes positifs et celle de ses termes négatifs. 
Exemple remarquable. — 27. Définition de la série e. — 28. d est in- 
commensurable. — 29. Calcul de e avec 20 décimales. 



EXERCICES. 

• Prouver que la série 

^+Ï'*T2'*"ÎT3 "*"•••• +1.2.3.. ..n+"" 
est convergente, en appliquant le théorème II (n* 13). 

II. Si la série iio+ Ut + Uf{- ,.., +Un + • . • • } ^^t convergente, il en est do 
même, quels que soient les signes de ses termes, de la série 

E<tit + EiUi + .... + E.u»+....; 

^, El, ....E«, ..., étant des nombres positifs décroissants. 

III. Prouver que la série : 

JL + JL.JL4. I ^ I ^ 

est convergente et que sa limite est 1. 
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IV. Prouver que la séri^ 

Jf:4'*"0"*" 678 "*■•••• ■*" 2n(2»+2)"*" ••••• 

1 
est convergente , et que sa limite est t. 

Y. On a identiquement : 

j=arctgl— arc tg r+arctg^^arctg-+arctg~aTetg-+ .,.; 
en conclure : 

î=arctgl+arctg| + arctg^ + ...,+arctg— , + ...c 

VI. Prouver que la série 

1 . 1 . . 1 . 

2log2 (log log2)*"^31og3 (log log 3)* "*" '••• "*" nlogn (loglogn)» "^ "" 

est convergente, quand a est supérieur à 1^ et divergente, quand a^l . 

On applique le théorème III (16). 

VIL Prouver que les deux séries 

* 

at4a+a*ua*+a»u«*+ .... + (rH»«*+ ...., 

sont convergentes et divergentes ensemble (Règle donnée par Cauchy). 

Ce théorème est une généralisation du théorème III (16), et se démontre par 
un raisonnement analogue. 

VIII. Prouver qu'une série 

w«+t*i+«a+....+Wii+ .... 

est convergente, lorsqu'à partir d'une certaine limite, le rapport de log — 

au logarithme de log n tend vers une limite plus grande que 1 , et qu'elle est 
divergente, quand le rapport tend vers une limite plus petite que 1. 

IX. Si, dans une série, le rapport d'un terme au précédent est représenté par 
la formule 

dans laquelle p est entier et positif, et A, B^ C,.... a, h, e,.... sont des 
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nombres constants donnés : 1* les termes croissent sins limHt, ëH k^a>0, 
et décroissent indéfiniment, ii A— a <0. 

On compare la série à vst «utre^ dont le ttnse général i^s= ^~^j h étant 

un nombre positif convenablement choisi. 

2** Si A— a=0, les termes croissent, sans dépasser une certaine limite, si 
B^& > ; ils diminuent, sans atteindre zéro , si B— b <0. Dans ca oas^ la 
convergence est impossible. 

On compare la série & une autre, dont la terme général est Vn = (zrzi ) ^> 

h étant un nombre positif convenablementxboisi : les termes de celle-ci sont 
plus grands que ceux de la première, et vont en diminuant^ quand B — & >0. 

3*» Si A— a<0| mais A — a+ 1^ 0, la séria aft divergente. 

On compare la série à une série divergente, dont le terme général est 
t7.=u» (n — h) y h étant convenablement choisi. 

4* Si A^ a+ 1 >0, la série est convergente. 

On prouve qua, dana ce ou, on a^< ^ " "" - "" > h étant positif et conve- 
nablement choisi; que, par suite, k»-m+ v»4i"h^i4f+**«* ^^^ P^^ P^tit que 

'*-M + — S— + n(n+l) + n(n+l)'(n + 2) -^^i 

On prouve enfin, que les (p + 2) premiers termes de la série, entre parenthèses, 
ont pour somme 

n—J (n--^— l)(n— W .... (n— fc-l-p) 
-^ hn(n+l)'.,,{n+p) '' 



que cette série est convergente, et a pour limite —r^f quand p erott indéfini* 



niment. 
Il résulte de là que, pour qu'une série soit convergente, lorsque le rapport 

-^ peut se mettre sous la forme dhme fraction rationnelle (a), il faut et il 

suffit que (A ---a + 1) soit inférieur à zéro : il n'y a pas de caa douteux. Cette 
règle a été donnée par Gaus, 



CHAPITRE IL 

00IIBIHAI80NS ST VOlumUS DU BDIOIIB. 

S I* I^ combinaifloni, 

50. Définitions. On nomme combinaiêons, n à n, de m objets 
distincts, les différents groupes que l'on peut former avec n de 
ces objets; il est utile d'en calculer le nombre. 

La question peut être considérée sous deux points de vue, sui- 
vant que Ton regarde ou non, comme distincts, les groupes, 
qui, étant composés des mêmes objets, diffèrent seulement par 
l'ordre dans lequel on les place. 

Dans le premier cas, les combinaisons reçoivent le nom à'ar'- 
rangements ; et dans le second, celui de produits différents. 

51. Nombre DES arrangements. Calculons, d'abord, le nom- 
bre des arrangements distincts de m objets pris nkn. Désignons 
ce nombre par A«; et représentons par A,^i celui des arrange- 
ments des mêmes objets, (n — 1) a (n — 1). Si tous les arrange- 
ments (n — 1) à^(w— 1) étaient formés, en plaçant successive- 
ment, à la suite de chacun d'eux, les [fn'^{n^ 1)] objets qui n'y 
entrent pas, on formerait des arrangements nhn^ dont le nom- 
bre serait 

A,^i[m-.(n— 1)], ou A,^i(m— n-|-l); 

car chaque arrangement (n— 1) à (n— l) fournit, de cette ma- 
nière, [m— (n—l)] arrangements n an. Jedis que Aii-.|[wv— (n— l)] 
est précisément le nombre des arrangements n à n ; et pour 
cela, il faut montrer qu'ils ont tous été formés, et que chacun 
d'eux ne l'a été qu'une seule fois. 

l*" On a obtenu tous les arrangements nkn; car on peut for- 
mer tout arrangement de n objets, en plaçant le dernier d'entré 
eux à la suite de l'arrangement formé par l'ensemble des (n— l) 
autres. 

S"" Un même arrangement n'a pu être formé qu'une fois ; car, 
les arrangements (n— 1) à (n— 1} étant distinctS| ainsi que les 
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(m — fi-f 1) objets que Ton place à la suite de chacun d'eux, les 
groupes que l'on forme diffèrent, soit par les (n — 1} premiers 
objets, s'ils provieiment de deux arrangements (n — 1) à (n — 1) 
différents; soit par le dernier, s'ils proviennent du même arran- 
gement (n — 1) îi (n — 1). 
On a donc la relation : 

* 

Cette relation étant démontrée pour une valeur quelconque 
den, on aura de même, en désignant par Âi».t, Â».».... Ai, le 
nombre des arrangements (n— 2) à (n— 2),[(n — 3) à (n — 3),... 
unàun: 

A,t-i = (m — n + 2) An-i, 



A»-i = (m — n -f- 3) An-i, 

Al = (m — 1) Al. 

Si Ton multiplie ces égalités membre à membre, les facteurs 
An^i, A».t,*..* Al disparaissent; et il vient, en remarquant que 
le nombre Ai des arrangements 1 à 1 est m ; 

[1] A«=m(m— l)(m — 2)....(m— n + 2)(m— »+l). 

Ainsi, k nombre des arrangements de m objets distincts n an est égal 
au produit de n factewrs entiers, consécutifs^ décroissants, à partir 
de m. 

32. Nombre des përmutatioms. La formule précédente, si on y 
supposen=m, fera connaître le nombre des arrangements de 
m lettres m h m. Ces arrangements, dans lesquels figurent toutes 
les lettres, se nomment des permutations. En désignant leur 
nombre par P»», on a : 

[2] P,»=1.2.3....m, 

puisque, pour m=n, (m— n+ 1) devient égal à l'unité. 

Ainsi, le nombre des permutations de m objets distincts est égal 
au produit des m premiers nombres entiers. 

55. Nombre des produits différents. Les produits différents 
de m objets, nkn, sont les groupes distincts que l'on peut former. 
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avec ces m objets, en regardant comme identiques ceux qui ne 
diffèrent que par l'ordre des objets. On réserve souvent à ces 
produits le nom de combinaisons^ 

Représentons par G,» le nombre de ces produits. Imaginons 
qu'on les considère tous ensemble, et que l'on forme les permu- 
tations des n objets contenus dans chacun d'eux ; les groupes, 
ainsi formés, seront des arrangements de m objets donnés nhn. 
Or, je dis qu'ils y seront tous, et chacun une seule fois. 

l^ Ils y seront tous ; car les objets qui forment un arrange- 
ment, étant considérés indépendamment de leur ordre, compo- 
sent l'un des produits différents ; et, lorsque l'on permutera de 
toutes les manières les objets qui composent ce produit, l'un des 
groupes ainsi formés sera l'arrangement considéré. 

2* Chaque arrangement sera formé une seule fois; car les ar- 
rangements, qui proviennent d'un même produit , diffèrent par 
l'ordre des objets ; et ceux qui proviennent de deux produits dif- 
férents, ne sont pas composés des mêmes objets. 

On peut donc obtenir toute la série des arrangements, en per- 
mutant les produits différents, de toutes les manières possibles. 
Or, chaque produit fournit ainsi 1 •^.3....n arrangements dis- 
tincts; le nonlbre total des arrangements A» est donc égal au 
nombre des produits Cn, multiplié par 1.2. 3....n; et l'on a, par 
conséquent : 

An sïs tjii« 1 . ^ • o. ..• fl • 

d'où, en remplaçant A„ par sa valeur [1 ] : 

-.- p _ m(m— l)(m— 2)....(m— n+1) 
t^J ^•^~ 1.2.3....n 

Ainsi le nombre des produits différents de m objets ^ n à ïïj est 
égal au produit de n nombres entiers, consécutifs ^décroissants à partir 
de m, dimsè par le produis des n premiers nombres entiers. 

54. Remarque I. La formule précédente peut se mettre sous 
une forme, que l'on trouve quelquefois plus commode. Si l'on 
multiplie, en effet, par 1.2.3...^ {m^-n) les deux termes de la 
fraction qui représente Cn, elle devient : 

1.2.3...^(m— n)(ryt — n+l)(^— ^ + 2)^...m ^ 
[4] U— 1.2....n.l.2....(m — n) ' 
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en sorte que, au numérateur se trouve le produit des nombres 
entiers depuis 1 Jusqu*à m, et au dénominateur le produit des 
nombres entiers depuis 1 jusqu'à (m-^n)^ et le produit des nom* 
bres entiers de 1 à n. 

Remarque II. La formule [4] reste évidemment la même, 
si Ton c];kange n en (m — n) ; cette substitution aura seulement 
pour effet de changer, l'un dans Tautre , les facteurs I.2.... n, 
et 1.2.... {m^n) du dénominateur. 

Le nombre des produits différents d& m objets n à n» est, par con" 
siquent, le même que celui de m objets (m— -n) à (m — n). 

^ L'égalité de ces deux nombres est, d'ailleurs, évidente, à priori. 
Si en effet, dans m objets, on prend un groupe de n, il restera 
un groupe de (m — n) : les groupes ou produits n à n et (m^n) à 
(m-^n) se correspondent donc deux à deux, et sont, par con- 
séquent, en môme nombre* 

55. Remarque II(. Le nombre des produits différents de m objets 
n à n es; égal a la somme des nombres de produits différents de 
(m — 1) objets n à n^ et de (m— l) objets {n-^l) à (n— 1). On peut, 
en effet, partager les produits différents de m objets n à n en 
deux groupes, l'un composé des produits qui ne contiennent 
pas un certain objet, et l'autre composé de ceux qui le renfer- 
ment. Or les premiers sont évidemment tous les produits diffé- 
rents des (m— 1) autres objets n à n ; et si, dans les autres, on 
supprime l'objet dont il s'agit, ils deviennent les produits des 
(m — 1) autres objets (n — 1) à (n — 1), 

On vérifie, d'ailleurs, directement ce théorème à i aide de la 
formule [3]. 

56. Remarque IY. Le nombre G» est nécessairement entier * 
la formule [3] prouve donc que le produit de n nombres enUen 
consécutifs est divisible par le produit des n premiers nombres en- 
tiers. 

S U. Formule da binôme de Newton. 

57. Produits de n binômes qui diffèrent par le second 
TERME. Nous avons vu (I, 42), que le produit d'un nombre quel 
conque de polynômes est la somme de tous les produits que l'on 
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peut former, en prenant pour facteur un terme de chacun 
d'eux. 

Appliquons cette règle à la formation du produit de m bi- 
nômes, ayant même premier terme» 

(a?+a)(a?+6)(a?+c)....(a?+0- 

Si nous ordonnons ce produit suivant les puissa nces décrois- 
santes de a?, il est évident que le premier terme se ra aT, produit 
formé en prenant, comme fac teurs , les m premiers termes des 

binômes. 

Le terme en af^ se comp osera des produits dans lesquels on 
prendra, comme facteurs, les premiers termes de (m— l) binô- 
mes, avec le dernier terme du binôme restant ; et le coefficient 
de af^^ sera, par conséquent, la somme des seconds termes de 

nos binômes. 

Le terme en a?*"* se composera des pro duits dans lesquels on 
prendra, comme facteurs, les premiers termes de {m^ 2) binô- 
mes et les derniers termes des deux binômes restants. Le coeffi- 
cient de aT-* sera, par conséquent, la somme des produits deux 
à deux des seconds termes. 

On verra de même que le coefficient de af^ est la somme 
des produits trois à trois des seconds te rmes ; et qu'en général, 
le coefficient de af^* est la somme de leurs produits nhn. 

On écrit souvent ce résultat de la manière suivante : 

[i] {x + a){x + b){x + c)....{x + k){x+l) 

=x'*+x'^*la+af^*^b'\^af^*lfabe+.,.. 

en représentant par 2a, 2a6, 2a6c.... la somme des seconds 
termes, la somme de leurs produits deux à deux, tiois à 
trois, etc. 

58. Formule du binôme. Pour déduire de ce qui précède l'ex- 
pression de {X + a)", il suffit de supposer a=6=c=....«=J; 
le développement se simplifie alors notablem ent. 

Le premier terme reste égal à a?*". 

Le coefficient de aT"*, égal à la somme des seconds termes, 
devient égal à ma 
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Le coefficient de a?^*, égal à la somme des produits deux à 
deux des seconds termes, devient égal à a* multiplié par le nom- 
bre de ces produits, c'est-à-dire (35) à 

m{m—l) 

Le coefficient de af^, égal à là somme des produits trois à 
trois des seconds termes, devient égal à a* multiplié par le nom- 
bre de ces produits, c'est-à-dire à 

m(m— l)(m. — 2) , 

' i Or, 
1.2.3 

En général, le coefficient de a?^', qui est la somme des pro- 
duits p à p des seconds termes, devient égal à aP multiplié par le 
nombre de ces produits, c'est-à-dire à 

m(m — l)....(m— p + 1) 

1.2....P ^• 

On a donc, enfin : 

[2] (ar+o)~=a!-+maaf« + Œzii)o»af-*+.... 

, «i(m — \)....(m — p + 1) 
■^- 1.2....P ^ a'^-^ + .... + a'. 

C'est la formule du binôme de Newton. 

59. Remarque L On voit que, dans le dévelopement de 
(a?+ a)*», l'exposant de x va en diminuant d'une unité depuis m 
jusqu'à zéro, et celui de a va en augmentant d'une unité de 
puis jusqu'à m; de sorte que, dans chaque terme, la somme 
des deux exposants est constante et égale à m. Le nombre des 
termes du développement est (m-f 1). 

On nomme terme général, celui qui en a n avant lui; en le dé- 
signant par Tn, on a : 

[51 T — ^(^ — i)(^ — 2)->-.(m--n+l) „ ,^ 
* l.2.3....n ^^ • 
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40. Remarque II. Si Ton désigne par T»^ le terme qui pré- 
cède T,», on trouve aisément : 



[4] T,=T.-,xîîi=^Ê. 



n X 

Or (m — n-(- 1) est l'exposant de x dans Tn-u et n est le nombre 
qui marque le rang de ce terme. Donc, pour passer du ier^ne de 
rang n^ au terme de rang (n + 1), on multiplie son coefficient par 
l'exposant de \ dans ce terme^ et on le divise par le nombre qui mar- 
que son rang, puis on augmente d'une unité V exposant de a^et on 
diminue d'une unité celui de a. 

41. Remarque III. Le coefficient de a'a?~-' est le nombre des 
produits différents de m lettres p à p ; et celui de a'^^x est le 
nombre des produits différents de m lettres (w — p) à (m — p). 
Or ces nombres sont égaux (34). Donc, dans le développement de 
^\ 4" a)"*, ^«^ coefficients des termes^ situés à égale distance dis extrê- 
mes sont égaux. 

42. Remarque IV. Le rapport du coefficient de T« à celui de 

7)1 —^ n "A" 1 
_4 est ^^— ; il commence par être plus grand que 1 , si 

m est au moins égal à 2 : puis il diminue, à mesure que n aug- 
mente, et il finît par être égal à—, quand n=:m. Tant qu'il 

reste plus grand que 1, les coefficients vont en croissant: s'i 
devient égal à 1 pour une certaine valeur de n, deux coefficients 
consécutifs sont égaux ; et lorsqu'il est inférieur à 1, les coeffi- 
cients vont en diminuant. Or la condition 

tw-— n+ 1 ^ 

équivaut à ^ ^ n. 

Donc, tant que n est inférieur à la moitié du nombre (m + 1) rfe^ 
termfSy ccst-à-dire tant qu'on n'a pas formé la moitié du nombre 
total des termes^ les coefficients croissent : ils décroissent dans la 
seconde moitié du développement, 

Alg. sp. B 3 
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45. Bemauqqe V^ On n'a fait aucune bypothèse sur . e dgne 
des nombres x et a; a peut donc avoir une valeur négative — b; 
et Ton a, par conséquent : 

ou» en remarquant que les puissances paires de ( — h) sont 
égales à celles de b, et que les puissances impaires sont. égales 
et de signes contraires : 

[5] (a?— 6)~=aî~~m6a?^*+^î^i=i^i2a^^ 

le signe du dernier terme étant + si m est pair, et — si m est im- 
pair. 

44. Remarque VI. Si, dans la formule [2], on fait a?= 1, a= 1, 
on a : 

o«- 1 4-^ . m{m—\) . m{m—\){m—^) , ^ , , . 

^ ~^+T+ 1.2 ^ 1.2.3 "t---+T+l- 

Ainsi la somme des coefficients du dévehppement est égale à 2"*. 

45. Remarque YII. Si, dans la formule [5], on faUâ;= 1, b= 1, 
on a : 

m , m (m — 1) m(m — l)(m — 2) 



I 



""T"' Ta rjl +•••• 



Donc la somme des coefficients de rang pair est égaie à la somme 
des coefficients de rang impair. 

4G. Remarque VIII. Il existe, entre les coefficients des di • 
verses puissances du binôme, dos relations nombreuses; 
nous ferons connatlre la plus simple, dont on fait un fréquent 
usage. 

Soit : 
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le développement delà puissance m"' d'un binôme, dans lequel 
on a fait, pour abréger : 

A ^ ^(^ — 1) (^ — 2).. ..(m — n4-l) 
•^ 1.2,3 n * 

Multiplions les deux membres de l'égalité par (a?+a) ; nous au- 
rons» en effectuant la multiplication du second tnembre, d'après 
la règle ordinaire : 

(a?+a)-+«=-.af-"+(Ai+ 1) aa;»+(A,+AO «*«*^ 

et Ton voit que chacun des coefficients du développement de 
(x+a)"*^* s'obtient en ajoutant le coefficient de même rang et fe 
précèdent dans le développement de (x+û)*". On pourrait d'ailleurs 
vériûer directement, que Ton a : 

m. {m — l).,..(m — n-\-\) . m. {m — l)....(m — n-f-2) 
^ ■' 1.2.. ..n "*" 1.2.,..(n— 1) 

(m+ l)m....(m — n4-2) 



S III. Développement de (a+ by/^)* 



47. Puissances successives de v/ — l. Pour développer 

(a-f-fcv^ — l)*", il faut appliquer la formule du binôme qui, ré- 
sultant de la multiplication, est démontrée, d'après nos conven- 
tions (I, 261), pour les expressions imaginaires. Il est néces- 
saire déformer d'abord les di verses Duissances de yj — 1. Or, en 
a, d'après nos conventions : 

(v^=T)'=-i, 

(v/~>= (-v'~) (/=n:) =-f 1, 

(t/zrr).=v/zrr, 



36 LIVRE I. 

et, en général, 
48. DÉVELOPPEMENT DE (a + ^ v/ — 1 )"•• D'après cela, on a : 

_ — — a ôv^-l+ 1.2.3.4 ^^+-- 

Les termes, dans lesquels l'exposant de b est pair, sont réels; ils 
sont les mêmes que ceux du développement de (a -f- 6)*, avec 
cette différence qu'on doit leur donner, allcrnalivemeni, le signe 
+ et le signe — . Les termes, dans lesquels b a un exposant im- 
pair, ont tous v^ — 1 en facteur, et sont, à cola près, les mêmes 
que ceux du développement de {a -)- 6)*", auxquels on aurait 
donné, allernalivement, le signe + et le signe — . 
On réunit ordinairement les termes imaginaires, et Ton écrit : 

[8] ^ (a+^y/^TÎ)-. 

SI Ton désigne par P la partie réelle et par Q le coefficient de 



V^ — 1 , on a donc : 

Ainsi es puissances d*une expression imaginaire sont des exprès- 
rions imaginaires de même forme. 

Il est facile de voir qu'on a : 

40. Remarque. (a+ 6 ^— l)** peut être réel, sans que 6 soit 
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nul. Il surfit, pour qu'il en soit ainsi, que les termes imaginaires 
se détruisent. On a, par exemple : 

S lY. Puissance d'an polynôme. 

80. Développement de la puissance m"« d'un trinôme. Un tri- 
nome (a+b+c) peut ôlre considéré comme un binôme, si Ton 
regarde les deux premiers termes (a +6) comme réunis en un 
seul. On aura alors : 

.9][(a+6)+c]-=(o+6)-+m(a+6)-«c+îî&l\a+fr)-~V 

, , m(m — l)....(m — î?4"l)/ i t\«i_« « i i -. 

Si l'on développe les diverses puissances de {a+b) qui figu- 
rent dans le second membre, on obtiendra une somme de 
termes de la forme a'^^c^, dans lesquels la somme des expo- 
sants a, p, y, sera constamment égale à m. Car, si l'on consi- 
dèrc, par exemple, ceux qui proviennent du terme 

m(m-l)....(m-p4-l) ^a+b)^^if, 

ils contiennent le produit de c^ [)t\r des puissances de a et & dont 
les exposants ont une somme égale à (m — p) ; de sorte que les 
trois exposants réunis forment une somme égale à m. 

Réciproquement, a, p, y, étant trois nombres entiers quelcon- 
ques, dont la somme soit égale à m, il y aura dans le développe- 
ment un terme en a^'b^c'^ : car, dans [9], se trouve le terme 

m(m— 1).... (m— Y+1) ,„ , ^xm-r^r . 
— {a+by^cf; 

et le développement de {a-^-b'/^t contient un terme, dans lequel 
a figure avec l'exposant a, et 6, par conséquent, avec l'exposant 
(m— Y — a) ou p. 

51. Terme général du développement. Cherchons le coeffi- 
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eiept de ce terme en a* b^ c^ : il provient, comme nous Tavons 
dit» de 



ce qui peut s'écrire (55) : 

1 .2... .m 



1 .2.. ..Y. 1.2.... (m — y) 



(a+ by^c^. 



Or, dans le développement de (a+ 6)*'^, le coefficient de (^6"Mf-« 
est égal à 

1.2. ...(m — y) ^ 

l. 2....a. 1 .2.... (m — Y — «)* 



Le terme demandé est donc : 

» 

1.2. ...m. 1.2. ...(m — y) 

1.2....Y*1.2«...(m — y) 1.2.. ..a. 1.2. ...(m — y — ^) 



. a*6"^T-*c^; 



ou, en supprimant le facteur commun 1 . 2. .., (m — y)> ^t rempla- 
çant (m— y— «) par p, 

t^«j ' i.2....a.i;';:::"i......r -^^^'^' 

et le développement se compose de tous les termes analogues, 
qui correspondent à toutes les valeurs de a, p, y? dont la somme 
soit égale à m. 

52. Remarque. On trouvera sans peine, par un procédé tout à 
fait analogue, que le développement de (a+fr -f-^^+^r a pour 
terme général 

et se compose de tous les termes analogues, qui correspondent 
à toutes les valeurs de a, p, y» ^) dont la somme soit égale à m. 
On doit observer que, si Ton veut faire représentera ce terme 
général tous les termes du développement, sans exception, i 
faut convenir que, pour a=0, on prendra le produit 1.2.3.. ..«=l 
l^ même remarque s*applique à la formule précédente. 
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S V. Limîte de (l -| — j , quand m croît iadéilnim6iit. 

55. Théorèmes sur les limites. 1* Lorsqu'une quantUi variable 
A tend vers une limite 1, le produit pA de cette quantité par un 
nombre fini p tend vers la Imite pi. Car, poar rendre la dîffé- 
FCTice {pk — pt) plus petite, en valeur absolue, qo'une quantité 
donnée «, il sufBt de rendre la différence (A — 1) plus petite 

que-; ce qui est toujours possible, puisque (A — Q tend Ters 
zéro. 

S"" Si plusieurs quantités variables^ Ai, Ai^ . . . • A», en nombre 
fini n, tendent simultanément vers des limites It, l,, .... ]«, la li^ 
mite de leur somme est égale à la somme de leurs limites. En effet, 
si l'on pose : 

on aura : 

Ai+As+...+A^=(/44-'i+-"+0 + (ai + «î+ ••• + «»). 

Or les quantités oi, ««, . . . a,, tendent vers zéro, par hypothèse . 
donc leur somme ^t-^-ott' •*+aiOy toujours inférieure, en va- 
leur absolue, à n fois la plus grande d'entre elles, tend aussi 
vers zéro (1»). Donc 

lim(A,4-A«+...,4-AJ=i*+I,....+t». 

Mais, si le nombre n des quantités variables augmentait in- 
déûoimentr on ne pourrait plus affirmer la proposition. Gonsi- 

fW fÊ ÊÊ 

dérons, par exemple, la somme des n quantités — | — | [- ...• 

-}- -• Si n croit indéfiniment, chacune de ces quantités tend vers 

zéro; et leur somme, au lieu d'avoir zéro pour limite, est évi- 
demmeiit touiours égale à a« 
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3* La limite du produit des n quantités variables A^. Aj, Aj .. . A», 
est égale au produit de leurs limites. En effet, on a : 



A|A|....A„=(/i-fai)(/a+aj)....(/^ + a„). 

Et ce produit de n facteurs binômes renferme (1, 42) d'abord 
le produit des limites (/^ • • • • ^n)' puis une suite de termes 
dont chacun contient en facteur au moins une des quantités «i^ 
«19 • • • «»• Or chacun de ces termes, produit d'une quantité fixe 
par une quantité qui tend vers zéro, tend aussi vers zéro (l""); 
et comme leur nombre est limité, leur somme a pour limite zéro 
(2»). Donc 

lim. AiAs.... Ai»=/i^....{i». 

Dans ce cas encore, le raisonnement suppose essentiellement 
que le nombre des quantités variables reste fini. 

54. L'expression f 1 ^ — j a une limite quand m CRoix 
iNDÉFiiHiMENT. L'cxprcssiou ( ï -] — j , daus le cas où m est 

entier, un produit de m facteurs égaux à ( I H — j : quand 

croît indéfiniment, chacun de ces facteurs a pour limite l'unité; 
mais on ne peut pas en conclure que la limite du produit est 
* égale à Tunité; car le nombre des facteurs crott indéfiniment. 

Pour prouver que celte limite existe, développons ( 1 H — j 

suivant la formule du binôme : nous aurons : 



m 



\ * m/ ' m * 1. 2 m* ' 1. 2, 3. m* * - 

m(m — l....(m — n + 1) 1 j^ 



1. 2 .... n m' 



Gomme, dans chaque terme, le nombre des facteurs du numé- 
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rateur est égal au nombre des Tacteurs m qui entrent comme 
diviseurs, nous pouvons écrire : 

m m — 1 m m — 1 m— 2 



0+è)" = »+T + !^ 



m , m m m 



2 *" 1 . 2 . 3 •"•••• 
m m — 1 m — n-f-l 

+ 1 . 2 .... n +•••• 



Mais on a évidemment : 



m m m m \ m/\ m/ \ m / 



par suite : 

y m) ""^+l^^77Y+ 1 . 2 7T^+-- 

-4-—- ^ ■ -r- •••• 

^ 1.2.3 .... n ^ 

Cela posé, comparons ce développement à la série conver- 
gente dont la limite est e : 

e=l+7+Y72 + y7273 + -..-+i 2.3....n+-*-- 

Chaque terme du développement est, à partir du troisième, in- 
férieur au terme correspondant de la série, puisque son numé- 
rateur est moindre que l'unité, et que les dénominateurs sont 
les mêmes. D*ailleurs les termes du développement sont en 
nombre limité (m-f-l)} tandis que ceux de la série sont en 

nombre infini. Il en résulte que l'expression n -| — j est, 

quelque grand que soit m, inférieure à e : cette expression, qui 
augmente avec m, a donc, lorsque m croit indéfiniment, une 
limite qui ne peut être qu'inférieure ou égale à e. Nous allons 
prouver que cette limite est égale à e. 
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SS. Limite de n-f — j , quand m CROtr indiépiuiment, m 

RESTANT ENTIER. Puisquc lâ sério 6 est convergente (li), on 
peut donner à n une valeur assez grande , pour que l'erreur 
commise, en négligeant tous les termes qui suivent Te (n-f- l/^t 
soit inférieure à une quantité donnée a, si petite qu'elle soit ; 
de sorte qu'en désignant par e« la somme des (n -[- premiers 
termes» on a : 

D'un autre côté, si l'on considère les (n -f- 1) premiers termes 
du développement y on reconnaît qu'à mesure que m croit in- 
définiment, n restant fixe , les différents numérateurs tenéeot 
vers une limite égale à Fonité (S5^ S"") ; par suite, cbaque terme 
du développement a pour limite le terme correspondant de e^ ; 
et leur somme, qui se compose d'un nombre fini des termes, a 
(55, 2'') pour limite e». On peut donc prendre m assez grand, 
pour qu'en désignant par A^ la somme des (n -{* i) premiers 
termes du développement, l'on ait : 

«n — An<a. 

De ces deux inégalités, on conclut : 

e — AH<2a. 

Ainsi, après avoir choisi pour n une valeur fixe suffisamment 
grande, on peut toujours, en faisant croître m indéâniment, 
satisfaire à la dernière inégalité. D'ailleurs, si l'on donne en- 
suite à n des valeurs indérmiment croissantes, le développement 

A« augmente, et tend vers sa limite lim (l -| — j ; 2a tend vers 

zére^ ; donc : 

e-lim(l+^)"=0, ou lim(l + i)=e. [12] 

80. Cas où m prend dis yalh^rs fkactionnaires. Si, dans 
Teipression ^^ — j , on attribue à w^des valeurs fraction- 
naires de plus en plus grandes, la limite sera touiours la même 
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et égale à e. Pour lé prouver, supposons que» n dérignant un 
nombre entier très-grand» on ait : 

a étant moindre que Funité ; Texpression n H — ] sera évi- 
demment comprise entre les expressions 

(■+r" " ('+»-tt)" 

Car» pour obtenir la première de ces expressions , il faut» dans 
1-] — j , remplacer le terme — et l'exposant m respective- 
ment par les nombres plus grands — et n -(- 1 ; pour obtenir la 
seconde» il a fallu remplacer les mêmes quantités par les nom- 
bres plus petits et n. Or on a : 

(>+r=('+i)"o+i)- 

•' (-+„-iî)=('+»-:^)"'-^ 



n+1 



Gomme n est entier et très-grand» (l+-) etn + ""xr ) 



1 . . . 1 



diSërent très-peu de « 1 + - et 1 -f- . diffèrent très-peu de 

Tunité» et les deux expressions précédentes ont Tune et Tau- 
tre e pour limite. Il en est» par conséquent, de même de 

n -| — j , qui est compris entre elles. 

87. Limite de (l + -) > quand m est négatif, et aug- 
mente EN VALEUR ABSOLUE. La limite de n H — j est encore la 
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même» quand on attribue à m des valeurs négatives croissantes. 
Car, posons m=: — j^; f* élant négatif nous aurons: 

o+i)-=('+r=(^r=c-^)'=('+^)' 

=o^-è,r(.+,-^) 

\-\ — -— r) tend vers e 
(t56), et ( 1 + -^zri) ^^^^ ^^^^ ^ • ^^°^ encore ici : 

lhn(l+i)"=e. 

88, Limite de (l H — ] ou de (l ] , quand m croît 

INDEFINIMENT. On a évidemment : 



^'^"^"""(^^ 



donc: 



Puis: 



\ ' m — 1/ 



donc: 
[14^ lim fl-iV=:;* 

% VI. Sommation des pites de boulets 

39. Problème. La méthode la plus simple repose sur la soIu< 
tion préalable du problème suivant : 
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Trouver la somme des puissances m"**" des termes d*une progrès^ 
sîon par différence. Soit la progression : 

-0 a,o»c»a,»»,a»Kf 

dont la raison est r, et dont le nombre des termes est p. 
On veut trouver 

On a, l étant le terme qui suivrait k \ 

bz^a-^-rj c = 6 + r, d = c + r,.... / = /(f + ^. 

Élevons ces diverses égalités à la puissance (w-j-l); nous 
aurons : 

fc-+'=(a+r)-+'=a"+»+(7n-|-l)a"r+^-'^-l^a— 'r»+...-fj-"+', 

/"■+' = (fc-}.r)-+«=&«+«+(m+l)/j"r+^^îil^A;"-»>-»+...4-f— '. 

Ajoutons toutes ces égalités, il vient, en désignant générale- 
ment par Su la somme a»* + ô»" +•••• + ^ 5 

, (m+l)m(m->-l) .3^ . i^^-h-i 

Cette équation fera connaître S", si Ton connaîl S«-i, S«-j.,., 
St, Si. En y faisant donc successivement »i= 1, = 2, =3, etc., 
on obtiendra successivement Si, puis Ss, puis Ss, etc. 

60. Application. Supposons, par exemple, que la progression 
proposée soit la suite des n premiers nombres entiers : 

^ 1.2.3.4.. .,n; 
on a ici : 

'S,,= P+2i*+3î*+...+X- «=U ^=^+1» *•=!» p=w; 
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et notre formule géoérate devient : 

[16] (n+ir+i = l + (m+l)S«+îîî^i^ 
, (m4-l)w(m^l) c , , (m+l)m...3.2 ^ , _ 

+ — 1X3 — s«^+-+ — n:::^; — ^+'*- 

Faisant d'abord fn= 1, il yîent ; 

(n + l)» = l + 2S4+n; d'où 5i = îi^2ii^, 

formule déjà connue* 
En faisant m = 2, il Tient : 

(n+ 1)»= 1 + 3S, + 3S, +n; 

tfoû g^^ 2(n+l)»-2(n+l)-3n(n4-0 

6 , ' 

ou [1] S.=l^+2«+3* + .-.+n«= "^" + y+^\ 

Telle est la formule qui va nous servir pour la sommation des 
piles de boulets. 

Elle se déduit, comme on voit, d'une formule beaucoup plus 
générale, qui pourrait donner également la somme des cubes, 
la somme des quatrièmes puissances.... des nombres naturels. 
Si l'on veut seulement arriver le plus simplement possible à ce 
résultat, qui est le seul dont on ait, actuellement, à faire usage, 
on peut procéder comme il suit. 

61 . Recherche directe de lâ somme des carrés des n pre« 
MiERS nombres ENTIERS. On a évidemment : 

2»==(l-f l)»r^l»+3Xl*+3Xl + l, 
3» = (24-l)»=2»4-3X2*4- 3X2 + 1, 
4«==(3+l)»=3«+3X3« + 3X34-l, 
(n+ l)»=n* + 3n» + 3n+ 1 ; 

ajoutant toutes ces égalités, il vient, après que Ton a supprimé 
l^s termes cemiouns ma deux membres, et en dés^^nt par S, 
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la somme des carrés des nombres natures et par Si la somme 
des premières puissances : 

{n+l)»=l+8S,+3Si+n, 

équation identique à celle du paragraphe précédent, et dont on 
déduira la même valeur de S». 

62. Piles tioângulâires. La base d'une pile triangulaire est 
formée par des boulets rangés en triangle équilatéral. La pre- 
mière rangée contenant 1 boulet, la seconde 2, la troisième 3, 
la vT* n, le nombre total des boulets employés est ici : 

1+2+3+.. .+n=!i^>="i+2. - 

La tranche immédiatement supérieure est formée par des bou- 
lets rangés également en triangle équilatéral, dont le côté con- 
tient un boulet de moins; le nombre des boulets de cette seconde 
tranche s'obtiendra donc en changeant, dans la formule précé" 

dente, n en (n— l); on aura ainsi ^ —r^ '• La troi- 

sième tranche contiendra de même ^ "~ '^ J"^ "" ^ boulets; et 

1*4-1 
ainsi de suite jusqu'à la première, qui en contient ^ « 

Le nombre total est, d'après cela : 

^ n«+n . (n-l)*+(n-l) _ (n-8)'+(n-a) , , l'+l. 
1 2 f" 2 2 r"—-1 g—» 

ce que l'on peut écrire de la maniJire suivante : 

n«+.(7T-l)'+(n-2)«+...+l« , w+(n-l)+(«-2)+...+ l 
T= 2 + 1, * 

\ 

\ 

ou^ en vertu des formules écrites plus haut (60) : 

^_ n(n+l)(2n+l) . n(n-hl) ^ n(n+l)(2n+4) 
•■'" 12 "^ 4 12 

ou [18] T=îil2±4^îi±il. 
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Telle est la formule qui exprime le nombre des boulels conte- 
nus dans une pile triangulaire. 

63. Pile a base cakrée. La base d*une pareille pile e^t Formée 
par des boulets rangés en carré, dont le nombre total est n*, n 
désignant le nombre de ceux qui sont contenus dans le côté de 
ce carré. La seconde tranche contiendra (n — 1)* boulets, la 
troisième (n— 2)*,etc., et enfin la dernière n'en contient qu'un. 
Le nombre total est donc : 

Q=n*4-(n— l)'+(n— 2)'-f.,.4-l 
ou [19] Q^n(n+lK2n+0 

64. Pile a base rectangulaire. La base d'une pareille pile 
est formée par des boulets rangés en rectangle. Si l'un des côtés 
de la base contient m boulets et l'autre côté n, le nombre total 
des boulels qui la composent sera mn La tranche suivante est un 
rectangle, dont les côtés comprennent rcspcclivemenl (m — l) 
et (n— 1) boulets; elle en contient, par conséquent, un nombre 
égal à (m — 1) (n— 1); la troisième tranche en contient de 
même (m — 2) (n —- 2) ; et ainsi de suite jusqu'à la dernière, qui 
est une file de (m — n + 1) boulets (si l'on suppose m>n). Le 
nombre total que nous cherchons est donc : 

R=?72H+(m—l)(7i— l)-f (m— 2)(n— 2)+...+(m— n+l)l. 

Posons m — n=p : on aura : m=n4-/?, et la formule devien- 
dra : 

R=r.(n4-p)+(n-l)(n-l+p)+(n-2)(n-2-H))+...+i(14.p), 
c'est-à-dire : 
n=[n»+(n-l)»+(n-2)»-f...+l»]+p{n+(»-l)+...+ l], 

ou, d'après les formules connues (60) : 

„__ n(n+l)(ân+l) , „ n(n+l) 
H- g bP- 2 — 

ou enfin [20] ^^ n(n+<)(2n + 3p + l) 
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63. Moyen de vérifier des formule^. Nous ferons connattre, 
à l'occasion des formules précédentes , un mode de raisonne- 
ment très-fréquemment employé, et qu'il suffira de développer 
sur un seul exemple. 

Supposons que l'on donne, sans démonstration, la formule 

o 

Comment devra-t-on s'y prendre pour en vérifier l'exactitude ? 
On commencera par faire les hypothèses les plus simples : 

n(n+l)(2n+l) 1.2.3 , 
Pour n = 1, on a : ^ ^ ^^ — J— ^=5-^= 1 ; 

n(n4-l)(2n+l) 2.3.5 ^ ,, , „, 
Pourn = 2, ona :— ^^ — ■ — Ç- — -ï— ^=— -— =5 =l»4-2*; 

o o 

w(n+l)(2n+l) 3.4.7 ,, ,,,«., ^, 
Pour n = 3, on a : ^ ^ ^^ — -2— ^=— -.=14=l*-}-2*4-3«. 

La formule est donc exacte pour les valeurs 1, 2, 3 du nombre n. 
Cela posé, pour prouver qu'elle est générale, il suffit de mon- 
trer, qu'en la supposant vraie pour une certaine valeur de n, 
elle l'est, par cela même, pour la valeur immédiatement supé- 
rieure. Admettons que l'on ait : 

ra] ,. + 2. + 3> + ...+„. = îi(îi±ii(!!L±i); 
il faut prouver que l'on aura, par suite : 

Les premiers membres des équations [a] et [b] ont pour diffé- 
rence (n + !)*• Si donc il en est de même des seconds mem- 
bres, la première égalité entraîne nécessairement la seconde. 
Or on a : 

{n+l)(n+2)(^n + 3) n(n + l)(2n+l) 
6 t> 

_ (n+l)[(n+2)(2nH-3)--n(2n+l)] _ (n-fl)(6n+6) _ ., 

— g — ç — Vn-t-i;. 

Alg. sp. B. 4 
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Le théorème est donc vérifié. 

Une marche semblable s*appliquerâit aux diverses formules, 
qui représentent le nombre des boulets dans les différents cas. 
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(1 \** 1 
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m/ 6 
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(itodo d0 là formulo qui donne la somme dee carri^s des nombres 
naturels. 

EXEnOIGES. 



I. En désignant par [m] le produit m(m'— l)...*(m— n+ 1), vérifier les 
formui^s : 

1- [{alh)]=^fa]+m[i]b 

le second membre contenant les teqnes analogues à ceux que nous avons écrits, 
et correspondant À toutes les valeurs de a, p, Yi pour lesquelles a 4-p +!—''>• 

On regarde [a] comme égal à 1. 

On eonildère cbacun des termes comme r^réatntsnt un nombre d'srrange- 
ments. 

II. Trouver le nombre » des termes du développement de (e «f ft<f e)" et le 
nombre y de oeuzde (a+2)+0+d)". 

On trouve : 

(m + l)(m4-2) '._ (m+l) (m+2)(m+3) 

* Ti ^ ^-^ 1X3 • 

III. Vérifier la formule : 

...±=(..i)--.(.+i)-Vffi5J!Ui) 



ft(n— 4)(n— 5) 
1.2.3 



(*+J)"-'+.... 



+ <-!'' 1.2 8.. ..p l*+ij + •••• 

« 

On démontre que, si la formule est vraie pour deux valeurs conséeutives 
de n, elle est vraie pour la valeur immédiatement supérieure. 

IV. Vérifier la formule 

1.2»..m=(m+l)**--m.m"«+ ^^'|*^^ ' ^ (m--l)* 

m(m-l)(m-2) ^., , 

1.2.3 ^"^ ^' ^•••- 



52 LIVRE I. 

Méthode analogue à la précédente : ou bien, on ezpnme^ de deux maniôres, 
la m"" différence de «■ (voir Liv. III). 

Y. Trouver le plus grand terme du développement de {x + a)"*« 

Ce terme est : 

m(m~l)....(m— p + 1) ^^^ 
1.2 — p * 

p étant le plus grand entier contenu dans la fraction - — . ' . 

YI. « et a étant donnés, et m augmentant indéfiniment, trouver la limite du 
rapport de leurs exposants dans le terme maximum du développement de 

(flf-f-O)*». 

Cette limite est -. 
a 

VII. Trouver le plus grand terme de (a+6-f-c)"*, et les rapports limites*des 
exposants de a, &, c dans ce plus grand terme, lorsque m augmente indéfini- 
ment. 

Ce plus grand terme se déduit de Texercice IV ; et les exposants, dans ce 
terme, tendent à être proportionnels à a, &, c. 

VIII. Vérifier que («+»)"*+ (flf— a)"* est plus grand que 2a;«, en valeur ab- 
solue. £n déduire le maximum de op + y, lorsque x^-^-y^ est donné. 

IX. Vérifier la formule : 

(a;+a)-=«~ + ma(aj+ p)«-« 4-2^^^a(a — îp)(a;+2p)«^ 

, , fîi(m— l)....(tîi— n-|-l) , «X . , . «. . 
+ . . . .+-i fr— ;; :L-'a(a-np)«->(«+np)-' 

A è<4>> ..71' 

+ ....+ma[a— (m— l)p]«»-2[a; + (m— l)pj+a(a— mp)--'. 

Cette formule, dans le casde p = 0, ne diffère pas de celle du binôme : elle a 
lieu, quelque soit p. 

Application de la méthode du n*" 65 : ou vérification directe. 

X. Nombre de manière^ de décomposer un polygone en triangles par les dia- 
gonales : démontrer les formules : 

P.H = P. + P^,P,+P„P4+ . . . . + PPjP^, + P.- 

p -ènrip . 

P« désignant de combien de manières cette décomposition peut se faire, pour 
un polygone de n r^tés. 
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On cherche, pour la première, de combien de décompositions fait partie chacun 
des triangles qui ont pour base un même côté du poiygore ; et, pour la seconde, 
dans combien de décompositions entre une même diagonale. 

XI. Si Ton considère ime permutation de n nombres 1, 2, 3,...n, que Ton 
dise qu'il y a dérangemerUj quand un nombre est suivi, immédiatement ou non, 
d'un autre plus petit que lui ; prouver que le nombre total des dérangements, 

contenue dans les permutations de ces n nombres, est égal à (1.2....n).--^-T — -• 

n 
On prouve d'abord que D»» = (n -f 1) !>«+ - P^, en désignant par D» le nom- 

bre de dérangements relatifs aux permutations des n nombres, et par Pn le 
nombre des permutations. On en conclut : 

D.f,== (n+1) (n + 2j....(n+p)D«-h5 [pn + £iH^^] P,+^; 

et de là, en faisant n= 1, et changeant ensuite p+ 1 en n, on tire la formule 
demandée. 

XII. Trouver la somme des carrés des coefficients du binôme. 

Cette somme est le coefficient de a«Hc«», dans le développement de (x + a)^". 

XIII. Cette somme peut être représentée par les deux formules : 

2n.(2n — l)....(n+l) 2.6.10.14. ...4n— 2 . 
1.2.3....11 1.2.. ••Il 

prouver que ces formules sont équivalentes. 
Application de la méthode du n<* 65 ; ou vérification directe. 

XIV. Prouver que si, dans la somme des n fractions 

g_ l— a? , (l"-a;)(a— g) . il'-x){a — x){à'—x). ..(g»-' — a? ^ 

— 1— a a — a^ +....+ ntn-n «^w-m » 

a * —a =' 

on fait x= a*, cette somme devient égale à n. 
Application de la méthode du n" 65. 

XV. Trouver la limite de ( 1 H — ) , lorsque m croît indéfiniment. Cette 
limite est e*. Former le série qui la représente. 

XVI. Prouver que la série 

dans laquelle ;i est un nombre entier, ainsi que les exposants ai, at,.,, a«, 
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une limite incommensurable^ lorsque les différenoes «i «^ ai) «i— OhvoVMfi'"-^») 
vont toujours en augmentant, 

On suit une marche analogue à celle qui a servi pour prouver que e est in- 
oommensurable. 

« 

XVn. TrouTer la somme des cubes des n premie?s nombres entiers. 
On trouve (60) : S3 = 2Î^ii^, 6u S3=9«». 

XVIII. Si Ton nomme S« la somme des m"'* puissances des n premiers nom- 

bres naturels, prouver que S« est compris entre .\ ■ e — r—rt w dési- 

W-f'l fn+l 

gnant un nombre entier quelconque. 
On applique la formule [16], (n" OO). 






« 



CHAPITRE IIL 

COMPLÉMENT 1>£ LA THÉORIE DES L0GABITBME8. 

§ I. Des exposants incommensurables. 

66. Exposants incommensurables. Nous avons expliqué» dans 
la première partie (580), comment on définit un nombre in- 
commensurable, en disant quels sont les nombres commensu- 
rables plus petits, et quels sont les nombres commensurables 
plus grands que lui. Nous avons dit aussi (381 et suiv.) com- 
ment on doit ente ndre les opérations relatives à ces sortes de 
nombres. 

Si l'on considère l'expression a*, dans laquelle œn une valeur 
commensurable, cette expression a été définie (I, 105), et ne 

présente aucune obscurité ; car, en supposant x égal à — , m et 

n étant entiers, on a : 

■ ^^ 

Nous supposerons toujo urs que a soit positif, et nous ne con- 
sidérerons que les valeurs réelles et positives du radical ; il n'y a. 
donc là ni dirficulté ni ambiguïté. Si a; a une valeur négative 
( — m), 0* est défini (I, 88) par Téquation 

Il nous reste donc à définir a", lorque x est un nombre in- 
commensurable, positif ou négatif. On doit, dans ce cas, adop- 
ter la définition suivante : 

a* est la limite vers laquelle tendent les puissances de a, dont 
V exposant commensurable s'approche de plu^ en plus de x. 

Cette définition est très-simple, mais elle eiige quelques dé- 
veloppements. On pourrait, en effet, se demander si la limite 
est bien déterminée; et si, quelle que soit la série des exposants 
commensurables qui s'approchent indéfiniment de a;, la limite 
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des puissances de a est toujours la même. Pour le démonlrer, 
il faut établir quelques propositions. 

07. Théobéme Iv Toutes les puissances commeiisurabUs d'un 
nombre positif sont positives. Cela résulte de ce que, comme nous 
l'avons dit, nous ne considérons que les valeurs positives des 
radicaux. 

68. Théorème IL Tontes les puissances positives d'un nombre 
plus grand que Vunilé sont elles-mêmes plus grandes que Vunitéy et 
toutes les puissances négatives sont moindres que l'unité. 

Le contraire a lieu pour les puissances d'un nombre moindre que 
l'unité. 

m 

Soit, en effet, a un nombre plus grand que l'unité, et soit a* 
une puissance positive de a ; on a, par définition : 

a^=yc^ ', 

or, a étant plus grand que l'unité, il en est évidemment de 

même de la puissance entière a*", et par suite de V(."*« 

Les puissances positives de a étant plus grandes i ue l'unité, 
l'égalité 

montre que les puissances négatives, qui sont leurs inverses, 
sont moindres que l'unité. 

Enfin,, si Ton suppose à a une valeur moindre que l'unité, 

on peut le représenter -,, a' étant plus grand que l'unité; on 

a 

aura alors : 

*et il est évident que les valeurs de x, qui rendent a'' plus grand 
que l'unité, rendent o* plus petit, et réciproquement. 

69. Théorème IIL Si x reçoit des valeurs commensurables crois- 
santes, l'expression a* varie toujours dans le même sens; elle aug^ 
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mente^ si a est plus grand que l'unité; elle diminue, dans le cas 
contraire. 

Soient, en effet, p et 9 deux valeurs commensnrables, posi- 
tives ou* négatives, at^ibuées successivenient hx; on a (1, 81) : 

a" 

Or {q — p) est positif, puisque, par hypothèse, q est plus grand 
que p. Si donc a est plus grand que l'unité, il sera de même 
de a'-''; et, par suite, on aura a'^'^al^. Si, au contraire, a est 
moindre que Tunili, il en sera de môme de a«~' ; et Ton aura 
a«<a''. Donc a" augmente, dans le premier cas, quand x passe 
de la valeur p à k valeur p ; et il diminue dans le second. 

70. Théorème IV. On peut, dans l'expression a*, donner au 
nombre commensurahle x un accroissement assez petit pour que a* 
varie aussi peu qu'on le voudra. 

Soit m une valeur commensurahle quelconque de x ; je dis 
que l'on peut augmenter m d'une quantité a assez petite pour 
que la différence (a**** — û*) soit aussi petite qu'on le voudra. 

On a: - a^'^'ssa^Xa*, 

et, par suite, «••+•— a'^=a'* (a*— 1). 

Or a** est un nombre indépendant de a ; il suffit donc de prouver 
que (a*— 1) peut être rendu aussi petit qu'on le voudra, pour 
des valeurs suffisamment petites de «. 

Supposons d'abord a plus grand que l'unité. Quelle que soit 
la valeur positive de a, a^ sera toujours (68) plus grand que 
l'unité. Pour montrer qu'il en approche autant qu'on veut, il 
suffît de faire voir qu'il peut devenir plus petit qu'un nombre 
quelconque (J -j- s) supérieur à l'unité, et que, quelque soit e, on 
peut choisir a, de manière que l'on ait, 

a*<l+8. 

Posons, en effet, a=r> les valeurs indéfiniment décroissantes 
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de ce correspondant aux valeurs indéâniment croissantes de k ; 
rinégalilé précédente devient : 

oUy ce qui revient au même : 

Or, les puissances entières de (1+0 forment une progression 
par quotient croissante, dont les termes (I, 561) peuvent sur- 
passer toute limite. La dernière inégalité est donc toujours pos- 
sible; et, par suite, la proposition est démontrée, dans le cas 
dea>l. 

Si a est moindre que 1 , on le repréeente par -j , a' étant plus 

1 
grand que l'unité; a* sera alors égal à -t^; or, a!* différant, d'à- 

près ce qui précède, aussi peu que l'on voudra, de Funité, il en 
sera évidemment de même de a*. 

71, DÉFINITION RIGOUREUSE DE a". Lcs théorèmos qui pré- 
cèdent sont Indispensables pour donner de a* une définition 
parfaitement rigoureuse, dans le cas où x est incommensurable. 
Chacun d'eux forme d'ailleurs une proposition qu'il serait indis- 
pensable deconnatire, quand bien même on ne s'astreindrait 
pas, comme nous l'avons fait, à ne laisser subsister aucune difiS- 
culté sur ce point important. 

Nous dirons : a* représente^ pour tmc valeur ineommensurabh 
h, attribuée à x, un nombre compris entre les valeurs de a*, qui 
correspondent à des exposants commensurables moindres que h, et 
celles qui correspondent à des exposants commensurables plus grands 
que h. Cette définition, analogue à celle que nous donnons, en 
arithmétique, pour lés racines carrées et cubiques, et,^en algè- 
bre élémentaire, pour les logarithmes, assigne à a* une valeur 
unique et déterminée. 

Si l'on suppose, en effet, pour fixer les idées, que les valeurs 
de a" représentent des longueurs portées, sur une ligne droite, 
•à partir d'une certaine origine, les extrémités de celles qui cor- 
respondent à des valeurs de x moindres que h occuperont une 
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certaine riglon de la droite; les extrémités de celles qui cor- 
respondent aux valeurs de x plus grandes que h en occupe- 
ront une autre; et il résulté fdeê théorèmes précédents^ que ces 
régions sont entièrement séparées (69), et qu*il ne peut exister 
entre elles aucun intervalle d*étendue finie (70), mais un simple 
point de démarcation. La distance» à laquelle ce pokit se trouve 
de l'origine , mesure a*. 

§ II. L'expression a' peut pren ire toutes les valeurs positives, lorsque a 
est un nombre positif) plus grand ou plus petit que Tunité. 

72. Continuité de la fonction a*. Nous venons de voir (70), 
que si, le nombre a étant donné, l'exposant x reçoit des accrois- 
sements suffisamment petils, l'expression a' peut varier aussi 
peu qu'on le voudra. On dit, d'après cela, que cetle expres- 
sion est une fonction continue de a?; et le mot continue exprime 
qu'elle ne peut passer brusquement d'une valeur à une autre , 
sans être susceptible d'acquérir les valeurs intermédiaires* 

75. L'expression a* peut prendre toutes les valeurs posi- 
tives. Il résulte de la continuité de Vexpression a*, que, a étant 
'positifs et X variant de — oo à + <» , cette expression peut prendre 
toutes les valeurs positives. Pour le démontrer, nous distinguerons 
deux cas. 

1* a est plus grand que Vunité, Les puissances entières et po- 
sitives de a forment une progression croissante; et, par suite 
(1 , 361), il existe toujours un exposant assez grand pour que a' 
dépasse toute grandeur assignée d'avance. D'ailleurs, pour a?= 0, 
û* devient l'unité; et, par conséquent, la fonction considérée, 
pouvant être égale à l'unité et à un nombre aussi grand que 
l'on voudra, peut acquérir, en vertu de la continuité, toutes les 
valeurs intermédiaires. On voit donc que, x variant de à + oo^ 
a' varie de 1 à + °°> et prend toutes les valeurs plus grandes 
que l'unité. 

Si l'on donne à x des valeurs négaUves, en posant, par 
exemple, a?= — w, on aura : 
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et j m variant de à -f <^> le dénominateur du second membre 
prend toutes les valeurs possibles plus grandes que l'unité ; et, 
par suite, la fraction ()rendra toutes les valeurs moindres que 1. 
X)n voit donc que, x variant de — œ à 0, o^ varie de à 1. 

Il est clair, d'ailleurs, que a' ne peut pas prendre deux fois la 
même valeur ; car si l'on avait, par exemple : 



on en conclurait : 



or=or. 



l = îi- = a^-«; 



or, la puissance zéro d'un nombre plus grand que 1 est évidem- 
ment la seule qui soit égale â" l'unité; et Ton devrait avoir : 

2* a est plus petit que runité. Posons a= -7 ; a' sera plus grand 
que l'unité. On aura : 



Or, d'après ce qui précède, x variant de à +00, a" prendra 
toutes les valeurs possibles supérieures à l'unité ; donc a* pren- 
dra évidemment toutes celles qui sont moindres. Puis, x variant 
de à — 00, a" prendra toutes les valeurs moindres que l'unité ; 
et, par suite, a* prendra évidemment toutes celles qui sont plus 
grandes que l'unité. En sorte que^ dans ce cas encore, a* peut 
prendre toutes les valeurs positives. 

§ III. Propriétés générales des logarithmes. 

74. La définition, que nous avons adoptée (I, 572), permet 
de démontrer les propriétés essentielles des logarithmes ; mais, 
pour leur étude plus approfondie, il est convenable de prendre 
un autre point de départ; et nous adopterons une définition 
nouvelle. 
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75. DÉFINITION DES LOGARITHMES. Lorsqu*on a la relation 

ar = h, 

on dit que x est le logarithme du nombre 5, dans le système dont 
la base est a ; et on l'écrit ainsi : 

a?=log&. 

Tout nombre positif a un logarithme, dans le système dont la 
base est a, et n'en a qu'un seul ; car on a vu (73) que, quand x 
croît par degrés continus de — » à -)-oo, a* passe par toutes 
les valeurs positives, et ne passe qu'une fois par chacune. Les 
nombres négatifs n'ont pas de logarithmes réels. 

L'ensemble des logarithmes des différents nombres , corres- 
pondant à une même base a, forme ce que l'on nomme un 
système de logarithme. Les logarithmes d'un même système 
jouissent de propriétés fort importantes que nous allons d'abord 
démontrer. Nous supposons toujours la base positive. 

76. Théorème L Le logarithme du produit de deitx nombres est 
égal à la somme des logarithmes de ces nombres. 

Soient y en effet, xtXy les logarithmes des nombres beX c; 
on a (75) : 

af'^zb^ a^=c; 

et y en multipliant ces deux équations membre à membre ; 

donc (x + y) est le logarithme de 6c ; et l'on a : 

log bc = log 6 + log c. 

77. Théorème IL Le logarithme du quotient de deux nombres 
est égal à la différence des logarithmes de ces nombres. 

Soient, en effet, a? et y les logarithmes de deux nombres b et c, 
on a (75) : 
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-^^ en divisant ces deux équations membre à membre . 

c 

donc {x — y) est le logarithme de -î et Ton a : 

c 

log - = log & - log c. 

78. Théorème III. Le logarithme de la puissance n'^ (Tun nom-- 
bre est ègalj quel que soit n {entier ou fractionnaire ^ positif ou né" 
gatif)y au produit de n par le logarithme de ce nombre» 

Soit X le logarithme de 6 ; on a : 

a* = &; 
d'où , an élevant les deux membres à la puissance n : 

donc nx est le logarithme de 6** ; et Ton a : 

log 6* 5= n log 5, 

Ce théorème comprend évidemment le théorème IV (1,592) 
relatif au logarithme d'une racine. 

79. Théorème IV. Dans un système quelconque de logarithmes, 
Vunité a pour logarithme zéro, et la base du système a pour loga^ 
rithme Vunité, 

On a , en effet , quel que soit a , 

a^=:a. 

80. Théorème V. Lorsque la base d^un système est plus grande 
que Vunité, les nombres plus grands que l'unité ont des logarithmes 
pcsitifSy et les nombres moindres que Vunité ont des logarithmes né- 
gatifs. Le contraire a lieu, lorsque la base est moindre que Tunité. 

On a vu , en effet (68) , que les puissances positives d'un nom- 
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bre, plus grand que l'unité, sont plus grandes que Funité, et ses 
puissances négatives sont moindres que l'unité. Le contraire a 
lieu pour les puissances des nombres moindres que Tunité. Si 
donc a est plus grand que Funité, l'équation 

exige que w, c'est-à-dire log&, soit positif, si b est plus grand 
que Tunité, et négatif, dans le cas contraire. 

Si, au contraire, a est moindre que l'unité, l'équation 

exige que rc, c'est-à-dire log 5, soit négatif, si b est plus grand 
que l'unité, et positif , dans le cas contraire. 

81. Remarque. Les nombres négatifs n'ont pas de loga- 
rithmes; car les puissances, positives ou négatives, d'une base 
positive, sont toutes positives. 

S lY. Identité des logarithmes algébriques et arithmétiques. 

82. Remarque. Il est essentiel de démontrer que les loga- 
rithmes, tels que nous les avons définis, ne diffèrent pas de 
ceux que l'on considère en arithmétique , et qui naissent de la 
considération de deux progressions. 

85. Les logarithmes algébriques rentrent dans les sys- 
tèmes CONSIDÉRÉS EN ARITHMÉTIQUE. Si l'ou cousidère, ctï cfTct, 
des nombres en progression par quotient, commençant par 
runilé : 

^ \ : q : q^ : (f : ^ : çf^ : . . . .q"" : g***, 

et que Ton nomme a; le logarithme de g, les logarithmes cfes 
différents termes de cette progression seront (78) : 

0, X, 2a?, 3a?, ...., no?, (n-f-l)a?; 

ainsi quand des nombres sont en progression par qiLOtient, corn- 
mençant par Vunilé, leurs îogarUhmes (75) forment une progression 
arithmétique commençant par 0. 

Si maintenant on insère on nombre k de moyens entre les 
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termes consécutifs des deux progressions, on dit, en arithmé- 
tique, que les termes introduits par là^ dans la progression par 
différence, sont les logarithmes des termes correspondants y dans la 
progression par quotient. Or nous allons voir que les conséquences 
de cette déflnition sont d*accord avec celle que nous donnons e 
algèbre (75). 

Si, en effet, nous insérons k moyens entre les termes ^*, ç*^*, 
de la progression par quotient, et k moyens entre les termes nx, 
(n-)-l)a?, de la progression par différence, les raisons des pro- 
gressions formées par ces moyens seront 

>^*' Â+T' 

et le p^ moyen sera, dans la progression par quotient, 
et dans la progression par différence, 



nx 



+K4-i)- 



Mais on a : ç** X CV^/ = 9"* *?i ^ 



nx 



+HÂTr)=K"+ÂTT)' 



et, puisque x est, par hypothèse, le logarithme de g , le second 
de ces nombres est bien (78) le logarithme du premier. 

Ainsi, lorsqu'on insère un même nombre de moyens dans les deux 
progressions^ les termes introduits dans la progression par différence 
sont les logarithmes (75) des termes correspondants de la progression 
par quotient, 

84. RÉCIPROQUE. Nous venons de voir qu'un système de lo- 
garithmes, tel que nous l'avons défini (75), peut toujours ré- 
sulter de la considération de deux progressions convenablement 
choisies, et rentre ainsi dans les systèmes considérés en arith- 
métique. On peut faire voir aussi que le système de logarithmes. 
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défini par deux progressions quelconques^ satisfait toujours à la 
définition donnée (75). 

Soit, en effet , le système défini par les deux progressions : I 

1 $ 9 2Bf • • • • ni, • • • • 

Posons 9*=P» ^=Y> 

Y étant le logarithme de p ; on tire de la seconde de ces équa- 
tions: 

et» en remettant cette valeur dans la première, 

/=P, ou ié) =P 

Y est donc l'exposant de la puissance, à laquelle il faut élever la 

base fixe gf , pour reproduire le nombre P; y ^st donc le loga- 
rithme de p pris, d'après notre nouvelle définition, dans le 

système dont la base est 9$. 

S y. Des divers systèmes de logarithmes. 

85. GoBiMENT ON PASSE D*UN SYSTÈME A UN AUTRE. Le nom- 
bre a, dont les puissances servent à former tous les nombres, 
se nomme la base du système de logarithmes que l'on considère. 
Si l'on change de base, tous les logarithmes changent; mais il 
est facile de voir qu'ils conservent des valeurs proportionnelles^ et 
se multiplient tous par un même facteur^ que Von nomme module 
du nouveau système par rapport au premier* 

Soient a et a' deux bases quelconques, x et x' les logarithmes 
d'un même nombre b dans les deux systèmes, de sorte que l'on 
ait: 



[1] 


a'=b, , 


[2] 


a"'=b. 


Alg. sp. b. 





Frdiidfifl Mi tegari&m^ i^ àm% px^mbre^ de }a pr^l^ièrie 
équation, dans le système dont la base est ^'i uoyg ^urPQS : 

[3] Wh'Q^h'bi 

le signe l^ désignant le logarithme d'un nombre dans le 
système dont la base est a - Or, si on se rappelle que x est le lo- 
garithme de b dans le système dont la base est a, l'équation [3] 
prouve que les deux logarithmes du nombre b, dans les sys- 
tèmes dont les bases sont a' et a, ont pour rapport le nombre 
constant h'a. 

On aurait pu, également, prendre les logarithmes dejs deux 
membres de Téquation [2] , en opérant cette fois dans le système 
dont la base est a; on aurait eu alors : 



Donc le rapport des deux logarithmes du nombre 6, pris, res- 
pectivementy dans les systèmes dont les bases sont a' et a, est 

«— 7« Nous avions trouvé, plus haut, qm ce niémQ rapport est 
Içfik. Pour que ces deux résultats coïncident, il fi^nt qpe Ton ait 

laa 
Or, cette égalité est évidente ; si Ton pose, en effet : 

U' = y, 

on a, par définition, a^ = a'. 

Remettant, dans la secopde équation, la valeur de a' foprpiç par 
la première, il vient : 

Donc on doit avoir : yz=i. . 

86. Logarithmes népériens. Les logarithmes ont été décou- 
verts, au commencement du dix-septième siècle, par J. Néper, 
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baron écossais. La base de son système est le nombre incom- 
mensurable e, que nous ayons défini (ST). Ces logarithmes se 
nomment logarithmes népériensy et on les désigne par la lettre L. 
Calkt les a inscrits, dans ses tables, sous le nom de logarithmes 
hyperboliques. Ce sont eux qui se présentent le plus n^tur^Uç^ 
ment dans l'analyse mathématique. 
Goosidérons les deux progressions : 



Hi: i+.«:(i+a)2: (i+a)»: :(i+ar: 

•5- . p . sp . 3p mp . 



a et p étant exeessi¥ement petits, afin que les termes croissent 
Irëi-lentement, et que Toa puisse regi^rder tous les nombres 
comme faisant partie de la progression par quotient. On peut 
définir le système de [logarithmes, eu donnant la limite vers la- 

6 

quelle tend le rapport -, quand a et p tendent simultanément 

vers zéro. Néper supposa cette limite égale à 1. Dans cette hypo- 
Qièse, les deux progressions sont : 



^ i : (1 + ot) : (1 +a)« : (i + «)» : : (i+a) 

•f . a , 2 a . 9 a , ma 



m • 



• . » »• 



Si la base est (1 4* ^}*"f sou logarithme ma est égal à l'unité, 

1 / l\** 

par suite a = —, et la base devient ( 1 +— ) .Siatendverszéro, 

m croît sans limite, et l'expression fl -| — j converge (88) vers 

Iç nombre e^ base du système népérien. 

87. Logarithmes VULGAIRES. Les logarithmes népériens ne se 
prêtent pas commodément aiix calculs numériques, parce que la 
base est incommensurable. Aussi, quelques années après la pu- 
blication de Néper, on construisit une nouvelle table de loga- 
rithmes, dits logarithmes vulgaireSy dont la base est 10. Ce sont 
ces logarithmes, dont nous avons, dans la première partie, 
expliqué les usages et développé les applications. On les dé- 
signe par le signe hg. 
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Si l'on appelle xety les logarithmes d'un môme nombre dans 
le système népérien et dans le système vulgaire, on a : 

e*=10«'; 

d'où, prenant les logarithmes dans le premier système, on tire : 

a?=yL.10, ou y=j^^' 

Ainsi, pour obtenir les logarithmes des nombres dans le système 
vulgaire^ on multiplie les logarithmes népériens des mêmes nombres 
par l'inverse du logarithme népérien de la nouvelle base. C'est ce 

facteur j-j^î que l'on nomme spécialement module du système 

vulgah-e. En le désignant par la lettre M, on a : 

y = M 0?. 

Si l'on avait pris les logarithmes des deux nombres dans le 
système vulgaire, ou eût eu : 

a;loge=:y. 

Donc ' M=slog.e. 

88. Logarithmes négatifs. Lorsque, dans Téquation 

le nombre b est moindre que l'imité, a étant plus grand que 1, 
son logarithme x est négatif : car on a vu (75)^ que c*est en fai- 
sant varier a? de à — » , que Ton fait prendre à a* les valeurs 
comprises entre et 1. Ainsi : les nombres moindres que Vunité 
ont des logarithmes négatifs. Ces logarithmes jouissent de toutes 
les propriétés démontrées plus haut (76, etc.); car on n'a fiait 
jusqu'ici aucune hypothèse sur le signe des nombres considérés. 
On remarquera seulement que les logarithmes négatifs ne sont 
pas directement fournis par les tables. Mais leur détermination, 
n'offrira pas pour cela plus de diriicultës. Supposons, en effets 
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que le nombre b, plus petit que Funité^ soit donné sous forme 
d'une fraction — ,on aura : 

iog^=logm—\ogns^—(logn—\ogm); 

et, par suite, le logarithme négatif s'obtiendra par une soustrac- 
tion. 

Mais les logarithmes négatifs ne sont d'aucun usage; et il est 
facile, lorsque Ton en rencontré, c!e les préparer, de manière 
que leur caractéristique seule soit négative. On a, en efiet, par 
exemple : 

— 3,4582764 = 4 — 3,4582764— 4 = 4,5417236 ; 

c'est*à!-dire que l'on augmente d'une unité la caractéristique, on la 
prend avec le signe — , et l'an remplace la partie décimale par son 
complémen: (1,411). 



yi. Résolution des équations exponentielles, 

89. DénNmoN. On a^peUe équation exponentielle une équation 
de la forme 

a'=b, 

dans laquelle a et 6 sont deux nombres positifs donnés. Résou* 
dre l'équation, c'est trouver la valeur de x, pour laquelle elle est 
satisfaite. 

90. RÉSOLUTION DE l'équation a* = 6. Pour trouver cette va- 
leur de X, il suffit 'de prendre les logarithmes des deux membres 
de l'équation. On aura ainsi : 

a? log a = log 6, 

é, u log b 

et, par suite, ""=1^' 

La base du système, dans lequel les logarithmes sont calculés, 
est arbitraire. Cela n'a, d'ailleurs,iiucunc influence sur le résul- 
tât : c£tr QA a vu (8S), qu'en passant d*un système à un autre^ 
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■ 

on ddit mtîltlpliét' totls les logarithme^ par uil même hoWibrëi 
et, par suite, le rapport p^ n'est pas changé. 

01. RÉSOLUTION DE l'équation tt^ = c. Oiï peut résoudre, par 

les mêmes procédés, l'équation a^ = c, dans laquelle a, 6, c, 
sont des nombres positifs donnés. Car, en prenant les logarith^ 
mes des deux membres, on a : 

^• = '^^^ 
logct' 

Pour que la solution existe, il faut que log a et log c soient de 
même signe : on peut alors les supposer positifs; et prenant, 
une seconde fois, les logarithmes, on a : 

lo^logr — log l og fl 

log 6 



§ VII. Kemarques sur les questions d'intérêt* 

9fi. Nous avons exposé complètement, dans la première par- 
tie, les applications de la théorie des logarithmes aux questions 
d'intérêts composés. Nous n'y reviendrons pas ici ; et nous nous 
bornerons à la remarque suivante. 

On a démontré, qu'une somme A, placée à intérêts côfiitlodéd^ 
devient, apr^s n années, 

A (1 + r)*. 

Les conventions, faites sur les exposants négatifs et fraction- 
naires, permettent, maintenant, de généraUser cette formule. 

Si ri est fractionnaire et représenté par -, supposons que Von 

étende le principe des Hntérêts composés aux fractions àC année; et 

nommons a;, ce que rapporte I franc, pendant - d^ànïïéë. 

1 franc rapportant x après - d'année, devient, au bout de ce 

tenip^, (l + a?); et une soipme quelconque, placée pendailt le 
même temps, se multipliera par (1 -j- a?). Si donc on place 1 frafic 
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pendant î d'année, c'est-à-dire pendant une année entièrei il 

se Ihtdtiplîera q fois par (1 +x) oti par (1 +à?)*; et, comme d'ail- 
leors il doit devenir 1 + r, on a : 

(l+a?)« = l+r; 

d'où l'on déduit : i +«?= (i + r)«. 

Et il eiit évident que 1 franc, placé pendant - année, se mul- 

1 

tipliera par (1 + 0?)^, c'est-à-dire par (1 -f ^)S et que, par suite, 

utie somme qtièlconque A deviendra 

A (1 +r)h 

ce qui est conforme au résultat énoncé. 

2'' Si n est négatif, nous envisagerons la question de la ma- 
nière suivante : * 

Une somme vaut aujourd'hui A; elle est placée depuis un temps 
indéterminé : combien valait-ellej ily dh années? 

Si l'on désigne par X la valeur inconnue, celte somme, pla- 
cée pendant n années, est devenue A; par suite, d'après ce qui 
précède : 

A=X(l+f)*, 

d'où l'on déduit : X = A (1 +r)-»; 

ce qui est encore conforme à la formule donnée plus haut. 
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autre. — 86. Logarithmes népériens : leur base. — 87. Logarithmes 
vulgaires ; leur module. — 88. Logarithmes négatifs. — 89. Définition 
de rëquation exponentielle. — 90. Résolution de l'équation a''z=:b.— 

91. Résolution de l'équation a«^=c. — 92. Généralisation des formules 
relatives aux questions d'intérêt. 



EXERCICES. 

• Résoudre les équations : 

CD trouve : «= (q)'^' ^~ \^f^ 

n. Résoudre les équations : 

on trouve: .=®=^. ^^f^' 
n. Résoudre Téquation : 

On frnnvn • 4l0g5 + 2 I0gll-l0g7 

^^ ^^^^^ ' Îlog3 + 31og5-log7+logir 

lY. Résoudre réquation : 



(«._ja.6.+5.)-=(l^'. 



On trouve : 



log(a+b) 
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iog(b— g) 

Sïa<h *""log(b+a)' 

Y. Résoudre l'équation : 

_ log4T 39— log3146 
On trouve : «—4+ ^og S 

VI. Résoudre Véquation : 

3a.»-4«4&=i200. 
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.=2=h\/^^^^^ 



On trouve : a? — ^-x- y j^g 3 

vVn. Résoudre Véquation : 

78,— 6.7' + 5=0. 

On ramène la résolution à celle des équations : 

7'=:1, T=5. 

vm. Résoudre l'équation : 



On trouve j 



4 /ïôgw. 



CHAPITRE IV. 

VLTJFlCATlOa DES FORMULES D'ALGÈBRE. 

S L Conditions d*ideniitéde deux polynômes. 

05. Lemme. Lorsqu'tm polynôme est ordonné par rapport aux 
puissances croissantes d'um variable x, on peut donner à cette vor 
riable une valeur^ positive ou négative^ assez petite numériquement^ 
pour que^ pour cette valeur et pour toutes les vakufê infériewres^h 
polynôme prenne et conserve le signe de son premier terme. 

Soit, en effet, le polynôme : 

dans lequel les exposants m^ n, p, .... t^ vont en augmentant. 
On peut récrire sous la forme : 

Or, si Ton donne à x une valeur très-petite, chacun des termes, 
qui suivent Tunité dans la parenthèse, prend une valeur très- 
petite , puisque les exposants sont positifs ; et , comme leur 
nombre est fini, la quantité, renfermée entre parenthèses, dif- 
fère très-peu de Funité. Le polynôme prend donc une valeur de 
même signe que Ao;** ; et il conserve ce signe pour toutes les 
valeurs inférieures de x. 

04. Théorâme I. Deux polynômes^ rationnels et entiers en x, ne 
pmvent être ègaux^ quelle que soit la valeur attribuée à x, que s*ils 
sont composés identiquement des mimes termes. 

Soient, en effet, les deux polynômes , ordonnés par rapport 

à a;. 

Si les deux polynômes [i] et [2] doivent être égaux, quel que 
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soit â?» ils ie seront, en particulier, par (r= 0; et par consé- 
quent, on doit avoir P» = Qn* En supprimant ces deux termes 
communs, les deux restes seront encore égaux; et leur diffé- 
rence devra être nulle, quel que soii x. Or cette différence, or- 
donnée par rapport aux puissances croissantes de a; , a pour 
premier terme (j?m^ — Qn^)ic. Si ce terme n'était pas nul, on 
pourrait, diaprés le lenmie , prendre x assez petit , pour qu'il 
donnât son signe à la différence ; celle-ci ne serait donc pas 
nulle pour cette valeur de x. Donc P«»-i=Qii^* En supprimant 
les deux termes égaux du premier degré , on verra de même, 
que la différence commencera par un terme du second degré 
(Pm-i — On-0^> 9^ devra être nul à son tour. Et, en conti« 
nuant, on concluera que les termes doivent être, dans les deux 
polynômes, les mêmes et en même nombre. 

9S. Théorème U. Deux polynômes entiers et rationnels j quirenr 
ferment un nombre quelconque de lettres arbitraires , et indépen^ 
dantes les unes des autres^ ne peuvent être égaux ^ que s'ils sont 
composés identiquement des mêmes termes. 

Pour établir ce tbéorème, il suffît de montrer que, si la pro- 
position est vraie pour deux polynômes f enferiïiaiit n lettres 
arbitraires, elle le sera aussi pour deux polynômes qui eu con- 
tiendraient (n -{- 1). Considérons , pour cela, deux polynômes 
renfermant (n+1) lettres, a?, y, z, w, v,....p; ordonnons-les 
l'un et l'autre, par rapport à l'une de ces lettres, x pcy? exemple ; 
ils prendront la forme : 

[2] Boa?** + BiO?*-* -|-B«a? *-"*-!-. .i.+Bfrj 

A,, Aft, Ai,....Am, B„ Bi, Bf,.t*A«t contenant les n variaBlés, 
y, z, u, v,....p. Les polynômes [1] et [2] étant égaux, quel que 

s&Aéi m doit tefoïm {M) i 

[3] mssf), A«=eB^r AtscBii Ai=zBi,<t««Aa|saB||« 

Or le tbéorème est admis pour le cas de n variables; dànô les 
égalités [4] exigent que tes polynôilles A« et B„ Ai et Bi,.*.. 
A» et B„ soient respectivement composés des mêmes termes ; et 
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que, par conséquent, les polynômes [1] et [2] soient identique- 
ment les mêmes. 



S IL YérificatioD de Tégalité de deux expressions algébriques. 

06. Cas où toutes les quantités arbitraires sont indépen- 
dantes LES unes des autres. D*aprës le théorème précédent, 
pour vérifier une équation entre quantités arbitraires^ il suffît 
d'en faire disparaître les radicaux et les dénominateurs, et de 
constater que les deux membres sont composés identiquement 
des mêmes termes.' 

Si cela n'a pas lieu, on peut affirmer que l'égalité proposée 
n'est pas exacte pour toutes les valeurs des lettres qu'elle ren- 
ferme. 

07. Cas où les quantités arbitraires ne sont pas toutes 
indépendantes. Lorsque l'égalité n'a lieu qu'en vertu de cer- 
taines relations entre les lettres qui y sont contenues , il faut, 
pour la vérifier, exprimer, au moyen de ces relations, un certain 
nombre de lettres en fonction de celles quel'on peut considérer 
comme arbitraires, et substituer ces valeurs dans l'équation 
proposée. Après la substitution, l'équation rentrera dans le cas 
précédent. 

^S IIL Application à quelques problèmes. 

08. Problème I. Examiner si les équations 

entraînent la suivante : 

[3] cCiC,+infiYi=0. 

On a ici deux relations [1] et [2] entre les six quantités c^ ri, Ci, 
Y> Yi> Yï*» on doit donc en tirer les valeurs de deux de ces six 
quantités en fonction des quatre autres. On en tire de l'équa- 
tion [1] : 

14 ' Yi 
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On lire de [2] : 

on, en remplaçant y V^ ^^ valeur [4] : 

Yt — e 

on: 

[51 Yi= ^^. 

# 

Si l'on substitue ces valeurs dans l'égalité à vériâer [3j, on a : 

ce qui devient une identité , quand on supprime le facteur 
(yi— c)Yt commun au numérateur et au dénominateur du se- 
cond terme. 

99. Problème II. Examiner si rigaiité 

rn ad — bc ac — bd 

L^J a— b-c+d""a— b+c— d' 

entraîne V égalité 
r9i ac — bd a+b+c+d 

1.2J a-b + c— d~ 4 • » 

li faut, conformément à la méthode indiquée, déduire de Té- 
galité [l] la valeur de l'une des quatre lettres qu'elle renferme, 
et substituer cette valeur dans l'équation [2], qui doit alors de- 
venir identique. 

Si l'on chasse les dénominateurs de l'équation [1], il vient : 

a*d — ad{b'\-d — c) — abc-\-hc{b'\-d — c) 
= aH'-ac{b'\'C—d)—dbd-\'hd{h'\'C—d)^ 

ou, en réunissant les termes en a, et réduisant : 
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Si l'on divise tous les termes par (d — c), il vient ; 

ce qui peut s'écrire : 

[4] a» — 6»— (a— 6)((J+d) = o, 

ouy en divisant par (a — 6) : 

c'est-à-dire ^ a = c+^— ^• 

Si l'on remet cette valeur djins l'équation [2], elle devient : 

c^^cd — cb — bd 2g + 2^ 

. ic^%b "" 4 ^ 

{c^b)(c+d) _c + d 
^^ 2(c- ^) ""2~» 

ce qui a lieu identiquement. 

• 

Remarque. Nous avons supprimé, dans les équations [3] et 
[4], les facteurs (d — c) et (a — 6). Le résultat n'est donc appli- 
cable que dans le cas où ces deux diSérences ne sont pas nulles. 
On peut vérifier, en effet, que pour a = b comme pour c = d, 
réquation [l] devient identique, et ne peut, par suite, entraîner 
aucune conséquence. 

93. I^emme sur la ynlfm et le si^ 4'un polynôme, lorâqu'oa doQu^à la 
variable une valeur très-petite. — 94. Théorème sur les couditions 
d'égalité da deux polynomeg contenant une lettre arbitraire. — Ex- 
tension de ce théorème au cas où les deux polynômes renferment un 
nombre quelconque de lettres arbitraires. — 96. Moyen de vérifier une 
équation entre diverses quantités arbitraires. — 97. Cas où ces quan- 
tités arbitraires sont liées par certaines relations. — 98, 99. Applica- 
tion à quelques problépief. 
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EXERCICESil 

I. Vérlfler qae les deux équations : 

entraînent la si^ys^te ; 
n. Vérifier que les deux équations : 

entraînent la proportion : b^d' ^ 

Ifl. Yérlfiar que le volume d'un segment spliAriqiM à d«iz bases, 

est la différence de deux segments sphériqu0s à une hasQ, ayant R et r pour 
rayons de bases, c'est-à-dire, qu'il est égal à 

H' et h' satisfaisant aux conditions que la géop^étriç iQdiqud facilement ; 

p étant le rayon de la spbère. 
On applique, pour ces trois ejperciçes, la méthode générale (07). 

lY. Vérifier, que, si l'on a : 

a 6 c 5* 
on a aussi : 

V. Si Ton désigne par S. la somme des m premiers termes d'une progression 
par quotient, dont q est la raison, vérifier que la somme des produits, deux à 

deux, de ces m premiers termes est — ^. Sp,S«^i. 

On s'appuie sur cette proposition, que la somme des produits deux à deux est 
la moitié de la différance entre le carré de la somme et la somme des carrés. 



80 LIVRE I. 

VI. Si Ton considère la suite des nombres . 

1, 3> 3> 5, 8, 13, 21, 43...., 

dans laquelle chaque terme est la somme des deux précédents : prouver que la 
différence entre le carré d'un terme et le produit de ceux qui le comprennent, 
est, en valeur absolue, égale à Tunité. 

On prouve que cette différence a une valeur absolue constante. 

yil. Vérifier que Téquation 

v'(y-W'+(«-a)'+Vy-?V+(«-aO'=v^(P-W+(«-«r 



entraîne la suivante : ^ — ^=* — H. 

X — a X — a' 



On cherche à rendre rationnelle Téquation donnée, et à décomposer ses deux 
membres en facteurs. 

Y III. Démontrer que les six équations 

a' + ?' + ï* = 1 , a'a" + P'P" + y'y''=0, 
a'» + p'' -^y^ = 1, «0/ + pp' +-n' =0, 

entraînent les 7 équations suivantes : 

a« + a'Ha'''=li ap+(x'p'+a''p''=0, 

?'+?" + P''*= 1, ay + aY+ aY=0, 

\^+ Y'' + /'=!, Py+PY+PY=o, 

a^a'^a"» + P'p'^p*^ + yY^^^. ^tpa^a 4. a'^f^n^i ^ «"^p^. 
On résout également ces exercices^ en posant : 

a*' + «y H- a'';i'= X, 

pa^+PV+PVrrry, 
yX +y'y' + f!^=Xf 

et en cherchant à obtenir, de deux manières, en vertu des relations données, 
la somme x^^ + y'^-\-x'^, en*, y, x. Pour la dernière vérification, on cherche 
à déduire des relations données une valeur de a^a^a'* + P^'^P'^ + yYV» Çui ne 
change pas, quand on y change a' en p, a'' en y et p'^ en Y* 
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1 1 1 ' 1 

IX. L'équation --L-+ *_=:--L-+^_ 

ne peut avoir lieu^ quel que soit », que si a et & sont respectiyement égaux à 
a' et 6*. 

X. Démontrer que Téquation 

a (f 



ne peut avoir lieu, quelque soit x, que si l'on a : a=a', &=&', 
On applique, pour ces deux exercices , le théorème (94). 
XI. Vérifier que les quatre équations 

oot + bo := Pyi PP' + W=axCx , 

a'at+6V=pY, rf-^af^oxht, 
entraînent la suivante : 

axhxCi=^aa'ai + 6^ &i + cdct + abe 4 a'W, 

* 

On obtient ce résultat, en éliminint p^ p'^ y> / ontre les équations propo- 
sées. 



Alg. sp. R. 



CHAPITRE V. 

MÉIHODE DES COEFFICIENTS INDÉTERHIIVÉS^ 

100. DÉFINITION. Lorsqu'on cherche à déterminer, d'après 
certaines conditions, un pQlynoiï^e ordonné par rapport à une 
lettre donnée, la méthode la plus simple et la plus naturelle 
consiste à écrire ce polynôme, en laissant indéterminés ses coeffi- 
cients et quelquefois ion degré. On exprime ensuite qu'ii satis- 
fait aux conditions proposée^; et l'on obU^Pl ainsi des équa- 
tions, dans lesquelles ces coefficients et ce degré entrent comme 
autant d'inconnues, dont elles font connaître la valeur. 

Nous allons appliquer cette méthode à la division des poly- 
nômes et à l'extraction de leurs racines. 

$ I. Division des polynômes. 

toi. Cas où la division doit se faire exacteiient. Soit à 
diviser un polynôme , de degré m , 

par un polynôme, de degré n, 

Il faut que le quotient , multiplié par le diviseur, reproduise 
identiquement le dividende. Or, si l'on désigne par a le degré 
du quotient, celui du produit sera (n + «) : on devra, par con- 
séquent, avoir : 

m = n-|-a^ ou a=m — n. 

Connaissant ainsi le degré du quotient, et, par suite, le nombre 
de ses coefficients égal à (a-f-l), on pourra, en désignant 
chacun d'eux par une lettre particulière, effectuer le produit du 
quotient par le diviseur. Ce produit , étant du degré m , sera 
composé de (m + 1) termes : en les égalant aux termes corres- 
pondants du dividende, on obtiendra (m-|-l) équations du pre- 
mier degré entre les (m — n-fl) coefficients inconnus. Il suf- 
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lirai pour \n déterminer, de résoudre (m— n-j- 1) équaUons ; 
l§ii n autres devront être satisfaites d'elleg-mêmes, et seront d^ 
équations de condition, 

109. Cas eu la division laisse un reste. Si l'on veut appli- 
quer la méthode des coefflcienls indéterminés à la recherche du 
quotient et du re^e , dans le cas oà la division n'est pas pos- 
sible, la question doit être posée de la manière suivante : 

JVmtv^p un polyfnemfi, quiy muUqi^Hé par h div^iseurj donné un 
produitj dont la différence avec le dividende ioit dé degré mohidrt 
que le diviseur. 

On devra, dans ce cas, égaler seulement, aux termes corres- 
pondants du dividende, les termes de ce produit dont le degré 
n'est pas inférieur au degré n du diviseur : on obtiendra ainsi 
(m — n + 1) équations (les mêmes qoe si Ton cherchait un 

quotient «3(aet}t qui permettront de déterminer tous les oftefÛT 

cients du quotient. La différence, entre le dividende et le produit 
du diviseur par le quotient, §era le reste. 

* 

103. Calcul des coefficients du quotient. Les (m — n + 1) 
équations, qui déterminent le quotient, offrent une form» rer 
marquable, qui rend leur résolution très -facile. Soit, en effet, 

le quotient ineonnu- {!u muUipUdut oe quotient par le diviseur, 
on a évidemment : 

B^Çoa^"+(BA+B«COa?-"* + (B,Ca+B,G4 + BaG,)^*-H . • .. 
+ (B*Co + Bk-4Ci + ....BA-i + BoCfc)a?-*+.... 

Ëf« in égidant les coelûeients de ce produit à eeui du dividende, 
on a : 

BoCo=Ao, BiCo + BoCi=Ai , B2Co-f'BiCi4-BoCj=A2, 

BjkCo -|- Bfc-iCi -f- . • • . -f- BiCk_i -{"BoGfc =^ A fc • . • 

La première équation ne contient donc que l'inconnue C^; 
G^ étent connu, la seconde permettra de cçilculerCi, qui n'y 
entre qu'au premier degré ; Go et Qt étant connue, h trQisième 
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équation permettra de calculer G^ , qui n'y entre qu'au premier 
degré. En général, chaque équation renferme , au premier de- 
gré, une inconnue qui ne figurait pas dans les précédentes, et 
qu'elle permet de déterminer. Ainsi, G* figure, pour la première 
fois, dans le coefficient de ccl^* ; en sorte que les k premières 
équations ne renferment pas cette inconnue. Quant à la (&-|-l)**', 
elle renferme G» au premier degré. 

104. Application. Appliquons la méthode précédente à on 
exemple. Soit à diviser 

ir« + AïO?* + Aiic* -f Asa?* 4* A4a^ + AjO? + A, 
par CE^+pX'\-q. 

Le quotient doit être du quatrième degré. Désignons-le pai^ 

En formant son produit par le diviseur, on obtient : 

+ (gwi+pw84-m4)a?'+(gm3+pm4)a?+gm4. 

En égalant les termes de ce produit, dont le degré surpasse 
l'unité, aux termes correspondants du dividende, on a, pour 
déterminer Wi, m,, m, , m4 , les équations : 

P+*^i = Ai, g+pmi+mj=A„ ^mi+pmj + w, = A,, 

qm^'\-'pmi 4* ^'^a = A* . 

La première fera connallremi; la seconde, wii étant connu, 
fera connaître m^\ la troisième donnera ensuite m,, et la qua- 
trième m^ . 

On verra, sans peine, que cette méthode conduit aux mêmes 
calculs, que la méthode exposée dans la première partie. 
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s n. ExiracUon de la racine mr* d'un polynôme. 

iOS. MÉTHODE GÉNÉRALE. Soit Ic polynomc : 

k,a^+Ai(xf-'+At(xf-^ + .... + Api 
désignons sa racine wT* par 

B,a!"+ BtS!^* + B,a;"-« + . . . ^ + B,. 
II fout, par définition , que l'on ait identiquement : 

N 

= A,af+ Aios'-' + A,af-* + ....+ Ap. 

Pour que les deux membres soient de même degré, il faut que 
l'on ait : 

Si donc p n'est pas un multiple de m , le problème est impos- 
sible. Si p est divisible par m, le degré de la racine sera 

— : on connaîtra, par suite, le nombre (— + 1) de ses coeffi- 
cients. On pourra élever cette racine à la puissance m*** ; on for- 
mera ainsi un polynôme du degré p. En égalant les (^ 4*1 ) 
premiers termes aux termes correspondants du polynôme donné, 
on obtiendra (— + l) équations, pour déterminer les coeffi- 
cients inconnus. Les équations, qui expriment l'égalité des 
termes suivants, devront être satisfaites d*elles-mêmes , si le 
problème est possible : ce sont des équations de condition. 

106. Calcul des coefficients de la racine. Les (— + ij équa 

tions, qui déterminent la racine, ont une forme remarquable, 
qui rend leur résolution très-facile. En effet, dans le développe- 
ment de 

(B,a?*-f- Bia?"-*+B,a?'^«+. .. . -|-B»a?*-*+. .. . + B^-, 



àâ 



86 LIVRE L 

OÙ n est égal à ^^ le terme en o^ ne contient que Bi*" ; le terme 

tu 

en v**"* contient B| à la puissance (m — 1), et Bi au premier degré; 
le terme en af-^ eontient B| , Bt et B« » et Cette derniôfë inCdntiue 
n'y entre qu*au premier degré. En général^ Bt n'entre dans 
aucun terme dotit le degré est sUpérieUf & (p"*» A); et il entre au 
premier degré dans le coefficient du terme en a?'-*. Par consé- 
quent, la première équation Bo~=Ao fera côtinalirê Bo paf Utte 
extraction de racine : B, élant connu, la seconde équation fera 
connaître B^ , qui n'y entre qu'au premier degi*é ; *Bo et B^ étant 
connus, la troisième fera connaître B|, qui n'y entre qu'au pre- 
mier degré. Et, en général, la (fc+l)** équation déterminera B*, 
qui n'y entre qu'au premier degré; cari dans le développement, 
il n'y a qu'un terme en a;**"*, qui contienne B* ; c'est le terme 
mBjka?"-*(Boa?*)~~*. 

Il sera facile d'appliquer, en particulier, cette méthode à 
Textraction de la racine carrée d*uii polynôme. 

S in. Application à quelques problèmes* 

107* Problème L Déterminer^ entre p e< q, la relation nécet^ 
saire pour que le IrlMme 

soit divisible par le carré d!un binôme convenablement choisi (x — a)'. 
Si (a?+ p) désigne le quotient de cette division, on aura : 
a?» + pa? + g==(a?— a)«(a;-{-p) = (aj* — 2aa?4-a»)(a?-|-p) 

= ^ + {P— 2«)a?^+(a^— 2ap)a?+a*p. 

On en conclut, en identifiant les deux membres : 

p — 2a = 0, a' — âap=:p, a'P = g. 

Remplaçant, dans les deux dernières équations, p pdf Sa valeur 
2a « tirée de la première, il vient \ 

a«— 4a2 = ;?, ou a = i/— |, 
et aa'= q. 
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Éliminant enfin oc entre cef deux équations i on a t 

» 

9=2(^^-1), ou *p» + 27g» = 0. 

Telle M là éonditibn «Perchée. 

108. Problème II. Déterminer tes cœ^cienU m ei n, (2e i^ 
manière que V expression 

soit un cube parfait. 

Il faut , pour cela , identifier l'expression avec le cube d'un 
binoBi«((iéi4'^))6'^t-à*dire avec - 

aV+ 3a*6a?^ + Sab^x -f fe* : 

ce qui fournit les équations : 

m=(f^ — (2m*4-â^)=âa*fc, m*+êmn===3a6*, — 3m*H==fc^ 

Les deux dernières donnent : 

„ m*-|-6mn tti*4-6H 

^ ' 3v^9^n* 3v^9inn' 

a et 5 étant ainsi déterminés , les deux équations restantes 
sont des équations de condition. Si l'on y substitue à a et à b 
leurs valeurs, ces équations df viennent : 

t^l ^= 27.W > 

[2] 2m«+3n==Hîîîl±|i^^=s(î^^^ 

9v^8lmV 3v'27n» 9n 

Chassant le dénominateur de cette dernière, et réduisant, on a : 

m* — 6nm^-f-9n*=0, 

ou (m^ — Zni^ = 0. 
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On tire de là» pour valeur unique de n , 



[3] » = ^. 

Cette valeur» substituée dans l'équation [1] » la rend identique. 
La condition demandée se réduit donc à la relation [3]. Et le 
polynôme proposé est alors, comme on s*en assure facilement, 
le cube de 

RÉSUMÉ. 

100. La méthode des coefficients indéterminés s'applique aux questions 
dans lesquelles on veut détenminer un polynôme, d'après certaines con- 
ditions. — ICI . Application de celte méthode à la théorie de la division, 
dans le cas où la division se fait exactement. — i02. Cas où l'on a è 
trouver le quotient et le reste. — 105. Toutes les équations que Ton 
a à résoudre, sont du premier degré à une inconnue. — 104. Applica- 
tion à un exemple. — iOtt. Application de la méthode à la recherche 
de la racine mr* d'un polynôme. — 106. Les équations, que l'on a à 
résoudre, sont toutes du premier degré à une inconnue. — 107, 
108. Application de la méthode des coefficients indéterminés à la solu- 
tion de quelques problèmes. 

EXERCICES. 

L Trouver les conditions, pour que le polynôme 

4»4-.4p«8 4. 4çfl^+ 2i>(m+ 1)« + (m+ 1)» 
soit le carré d'un polynôme entier par rapport & «• 

Ufiiutque: m + l=g— Ç. 

n. Déterminer la condition, pour que le polynôme 

Ay»+B«y + C«»+Dy+E«+P i 

soit le produit de deux expressions du premier degré en x et y. 

< 

n faut que : (BD— 3ÂK) > = (B>— 4AC) (D* — UF). 
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III. Décomposer, de cette manière, le polynôme 

24^— 21«y-lly'-»+34v-3. 
On trouve : (2»+V— 3) («— lly+1). 

IV. Mettre l'expression ^x*+x^+a^+x + i) sous la forme de la différeupe 
des carrés de deux polynômes du second degré, entiers par rapport à x. 

On trouve : (2a' + » + 2)' — 5«*. 

V. Déterminer les conditions pour que Texpression 

soit le carré d*un polynôme, du premier degré, en s et y. 

1 



Si o>5, il faut que Ton ait : k=-^, a=±^a*—6*|p=0, et le polynôme 

est le carré de ait— 2 • 

a 

Si a<b, il faut que l'on ait : fe=r5, a=Oï p=dbVb'— o»; et le poly- 
nome est. le carré de hzh- — r • 



VI. Mettre (Aa?» + 2Ba?y + Cac') sous la forme (et» + Py)' + (yx + «y)». Cela est-il 
toujours possible ? T a-t-il plusieurs solutions? 

n 7 a une infinité de solutions. Pour qu'elles soient réelles, il faut qu'on ait : 

A>0, C>0, AC>B». 

Vn. Mettre (A«» + ZBxhf + 3C«y* + Dy») sous la forme {ax + py)' + (yx + Sy)*. 

Après avoir identifié les deux polynômes, on prend une inconnue auxiliaire 
«=a8 — Py; on calcule les expressions AC— B*, BD— C^, AD — BC, et enfin 
(AD — BC)»— ii(AC— B»)^BD — C») : cette dernière est égale à w», et feit con- 
naître <». Les autres font connaître ay, p8, et a8 + py. On en tire facilement 
a, P, Y, 5. ^ - 
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CHAPITRE PREMlËH. 

CALCIJI. DES DËlilVËES BËfl FOnCÏIONS EXPLICIÏ ES 

D'UNE SEIlLE VARIAbtJt. 

% I. Notions préliminaires. 

100. DéFmmoNS. Lorsqu'une variable y dépend d'une autre 
variable x^ de telle sorte qu'à chaque valeur donnée arbitraire- 
ment à X, corresponde une valeur uniclue et déterminée de y, 
on dit que y est Une fonction de x : et Ton indique cette dépen- 
dance par le symbole 

y = f(x). 

La quantité x se nomme la variable indépendante^ parce qu'on 
peut lui donner arbitrairement toute espèce de valeurs. 

Lorsque la variable a» reçoit dtux valeurs a et a +• ^» ^ est 
^'accroissement donné à la variable ; la fonction prend deux va- 
leurs côtrespohdanles f{a) etf (a-|-A) ; et la différence, positive 
ou négative, f (a+fe)— f (a), se nonlme )! accroissement corres- 
pondafit dé la fonction. 

La fonction ôét continue^ lorsqu'on peut donner à h une valeur 
assez petite, poUr qUe Taccroissenleht de là fonction soit aussi 
petit qu'on le voudra. On ne s'occupe, dans tout ce livi«e, que 
des fonctions continues. 

iiO. DÉVELOPPEMENT D'UNE FONCTION ENTIÈRE /*(a?-f-/l), 

SUIVANT Lis JOUISSANCES K^È h. Si, daftS Uîi pol^hôme, ehtlèr par 
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rapport à une lettre x, et que nous représenterons générale- 
ment par 

on remplace x par a? -j- h, le résultat de cette substitution est : 

Si Ton développe chaque terme par la formule du binôme, cl 
si l'on ordonne suivant les puissances ascendantes de ft, cette 
expression devient : 



+A,a;-«« +(m--l)Ai«— » 
4-Aa«*-2 ^(„i_2)Aja5"-« 



+A««"^+ (m— n) Awflf"»"*^' 
-f-Ag,-!» + Ag|.i 



M-m(m--l)A»«*-» 
+(m— l)(m-2)Aiaf--» 
+(m— 2)(m— 3)A,«--< 



/i2 



. 



j-5+...+m(m— I},..2.1A#— 



Les termes indépendants de h, ceux auxquels se réduit l'ex- 
pression pour A = 0, forment, comme cela devait ètre> le poly- 
nôme proposé lui-même. Le coefficient de A, polynôme du degré 
(m — 1) par rapport à a?, se nomme la dérivée du polynôme pro- 
posé; et, lorsque le polynôme est représenté par f{x)fla, dérivée 
est assez habituellement représentée par f (x). Le coefficient de 

A* 
r — 5, polynôme du degré (m— 2), est la seconde dérivée du po- 

lynome. On la désigne par/*^(a;}. De même les coefBcients de 

7-0-5V.T-0 » polynômes dont le degré est de moins en 

moins élevé, sont la troisième, ...la m^ dérivée du polynôme, 
et se représentent par /'"(a?)..,, /"•(a?). D'après ces notations, 
le développement s'écrira : 



•• •• 



+roï^"(^)+- +0^9=1 ^■*^"^+ni73ï/*^-)- 



Chacun des polynômes f (a?), f (x), fix) ••../*• (a?), se dédoit 
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du précédent, d'après une même loi qui est fort simple. Si l'on 
examine, en effet, le polynôme 

Y(a?)===wAea?-^ + (m— l)A,a;-^*-f (m— 2)A,ar^+.. . +A«_i, 

on reconnatt immédiatement qu't7 faut^ pour h former^ diminuer 
ffune unité l^exposarU de chacun des termes de f (x), et multiplier le 
coefficient par Feœposant non encore diminué. L'inspection des 
polynômes /" (a?), /*''(a?),..., montre que chacun se déduit du 
précédent suivant la même loi ; en sorte que f (x) est la dérivée 
de f (û?), f^ (x) celle de f(x), et ainsi de suite. Kt c'est pour cette 
raison, que f {x) est dite la seconde dérivée de / (a?), que f (x) est 
dite la troisième dérivée^ et ainsi de suite. 
Chaque dérivée est de degré moindre que la précédente; en 
. sorte que la m"' dérivée d'un polynôme, de degré m, est con- 
stante, et qu'il n'y en a pas de (m+ 1)"% 

lit. Propriété de la dérivée d'une fonction entière. La 
déflnition, que nous avons donnée de la dérivée, ne s'applique 
qu'aux polynômes entiers et rationnels ; mais nous allons en 
déduire une propriété importante, que nous prendrons ensuite 
pour définition ; ce qui permettra d'étendre la notion de dérivée 
aux expressions d'une autre forme. 

On a (itO), en désignant par F (x) un polynôme entier par 
rapport à x : 

v{x+h)=.¥{x)+hr{x)+^^r(x)+... + j^^^ 

on en conclut : 



P 



^'^"^^^""^^'^^ ==g7^) + j7^r(a^)+^F-(a;) + ... 



Si, x restant fixe, on fait tendre h vers zéro, le second membre 
a évidemment pour limite F' {x) ; il doit, par suite, en être de 
même du premier; et l'on a, par conséquent : 



r(a,)=\\m^J^±J!tlIM^ 



résultat que l'on peut énoncer ainsi : 
La dérivée d'v/a polynôme F (x) est la limite du rapport de Vac^ 



«4 UVRB n, 

/a variable^ lorsque ce dernier aQQVQU^^mmt dmw^ de, |}jus ^ 

112. Nouvelle définition de la dérivée. C'est la propriété 
précédente, qui sera dorénavant prise par nous pour déflaltion. 
Nous dirons s 

On nom'm dérivé* d'm^ fonction contimà ^^loonqm Ui limiUf 
««ri laq'^^^^ ^nd le rapport i^ V(\çermmncnt d^. mte fonction à 
faccrçm^rm^ d$ la wriaW, qmnd c#. dernier tmd w» ^Cm, Celte 
défmiUqn ^'applique, d'après ça qui précéda^ m% fonctions en* 
lières : elle permet, en outre, d'étendre U notion dô dérivé§ ft 
une fonction quelconque, 

* 

On peut demander, si une fonction continue quelconque f(x) 
a une dérivée. Nous répondrons d'abord, qu'en fait, nous allons 

trouver, dans l^ paragraphes «uWants, les dérivée» des princi- 
pales fonctions i ce qui démontrera leur e^^iit^iice à pç^i^ioTi, 
Nous jouterons, d'ailleurs, que la fonction étant Gontinne. 
l'équation « ^ f (a?) représente une courbe iJape continuel 
rapportée k ôeux ai^e^i rectangulaires; et l'on démontre, en 

géométrie analytique, que la dérivée représente la tangente 

trii^onométrique 4e l'angle que fait;, avee ra?e Ox^ ]^ tangente à 

la courbe au point (a?, y). Comme, en chaque point, yne çourbe 
continue a une tangente bien déterminée, la fonction admet 
une dérivée. 

La dérivée d'une fonction est une nouvelle fonction qui admet 
elle-même une dérivée : c'est la dérivée seconde. La dérivée de 
celle-ci est \^ troiiième dérivée ; et ainsi de suito^ 

Nous commeneerons par fe^ire connaître les dérivas de deux 
fonctions très-simples, a* et log x. 

§ IL Dérivées de a" et de log œ. 

115. DÉRIVÉE Di ef. La dérivée de a' est^ par définition, la 
limite du rapport 

(j«+* — a* 



Iiowque k trad vers 2;ér<x. 
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Or, on a é?i4emroeflt 5 

0^*— a«=a»(a* — 1). 

Il tm\ doqo, pour obtenir i^ i^m^e, «faereher la limite ûy 

rapport 



Posons : 






liOrsque A est très-petit, a* diffère très-peu de l\inHé (7^) ; et, 

par mi%^ n a^t trè$i^rând« Lorique A teqd v^ri |érO| u tend 
Y§r§ ïmMx Oo dëd^ût d§ wU^ relation ; 

Prenant les logarithn^es des deux membre^, il vient ; 

Aloga=log(l + i), 

log(l-fj) 



T— rrr— • 



loga 
La rapport devient, d'après ee)a : 



1 



" log(l+^) ''nlog(r+i) 
loga 

Le numèratenr ne contenant pas «(» il suffit d^ ^reber la 
limite du dénominateur. Or, on a : 

«lOg(l+i):,10g(l-Hi)". 

n angiBeptalit iBdéfimment, (l 4* -) ^nd vera e ;; et, par suite 
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log ( 1 + -) a, pour limite, log e; l'expression — ^/^^^ 

tend donc vers -; — —: telle est donc la dérivée de a*. Ainsi : 

loge 

On peut remarquer que la base du système* dans lequel sont 
pris les logarithmes, n'a pas été définie ; mais le choix de cette 

base n'a aucune influence sur le résultat; car te rapport i^^ 

^^ loge 

ne dépend pas (85) de la base du système considéré. Si Ton 
suppose que les logarithmes sont pris dans le système népérien, 
log e = 1 ; et la dérivée s'écrit : 

[2] {ary = a'La. 

Ainsi la dérivée de la fonction exponentielle s*obtient^ en mulHpliant 
cette fonction par le logarithme népérien de là base. 

Si l'on considère, en particulier, la fonotion e*, Le = 1; et 
par suite la dérivée de e* est la fonction elle-même : 

[3] (e«y=e«. 

il4. Djérivée de log X. La dérivée de log x est, par défini- 
tion, la limite de Texpression 

log(a?+^) — log a? 
S ' 

lorsque h tend vers zéro. 

Or, on a : 

log (a?+A)-loga?= log(^) =log(l +i) 

Donc lop: (x+h)'-'logx _ ^^^ y + x) 

h' ~" /i • 

Posons -= -, de telle sorte que, h tendant vers zéro, n tendrs 

X n 
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vers 00 ; il viendra h=^; et l'expression, dont on cherche la 
limite, deviendra : 

'!liLiâ4„,.(,+i)=i,„,(,+i)-. 



n 



Or, on a vu (113), que, n tendant vers « , log (l +^) a 

pour limite log e. La limite de i log ^1 + J)* est donc ^, qui 

représente, par conséquent, la dérivée de log x. 
Ainsi 

« ,, loge M 

en désignant par M le module du système dans lequel est pris 
le logarithme de x. 

Si la fonction est le logarithme népérien de a:, M = 1 ; et, par 
suite, la dérivée de Lx est : 

[5] (^y=h 

Après avoir fait connaître les dérivées des deux fonctions très- 
simples, log a? et fl*, nous allons établir quelques règles géné- 
rales, qui nous permettront d'obtenir les dérivées d'expressions 
plus composées. 

S III. Règles générales. 

118. DÉRIVÉE d'une somme. Si Uy V, Wj sont des fonctions de 
X, dont les dérivées u' v* w' sont connues, la somme 

u+v — w 

aura pour dérivée la stymme 

u'-f-v'— wV 

En efiTel, si nous désignons, en général, l'accroissement d'une 
Alg. sp. B. 7 
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quanlité par le signe A placé devant la lettre qui la représente, 
en attribuant à la variable fl;nn accroissement ^x, les fonctions 
u, V» v)^ prendront, respectivement, des accroissements Au» ^, 
Au?; et l'accroissement de la somme (u-|-d — v)) sera évidem- 
ment : 

Au-f-AD*-*AiOf 

le rapport de cet accroissement à l'accroissettient At) de la va- 
riable, est donc : 

Ati . Al) ^. * 

Ao? ' Ao? Aa?' 

et il », j/Kt eonsé^ent, t)our limite i 

comme nous voulions le démontrer. On a donc : 

[6] (u4-v — t(?)'=t^'+v'— to'. 

iie. DÉFINITION d'une FONCTION DE FONCTION. Ou nommé, en 
général, fonction explicite d'une variable le résultat d'opérations 
bi n définies, exécutées sur celte variable. Ainsi, par exemple: 



af , log v/ 1 +0?*, log sin a?, o**, 

sont des fonctions de j; ; le nombre des opérations successive- 
ment indiquées pouvant d'ailleurs être aussi grand qu'on le 
voudra. 

Si Ton désigne par u tine fonction quelconque de ta variable è, 
et que l'on exécute des opérations sur la quantité ti, eonâidéré^ 
comme donnée, le résultat de ces opérations sera, d'après ce 
qui précède, une fonction de u; et, coifime u est elle-même 
une fonction de a;, ce résultat se trouve une fonction de fonction. 

Il est bien entendu, qu^en remplaçant u par son expression en 
X, on peut faire immédiatement, d'une fonction de fonction, 
une fonction ordinaire. 

Exemples. !• {a?'y=af 

peut être considéré comme une fonction de fonction, le cube de 
â^, oti comme une fonction simple, a^. 
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peut être considéré comme une fonction de fonction, le loga- 
rithme de la fonction a^ ou comme la fonction simple du pre- 
mier degré,a?loga. 

Lors même que des réductions, analogues aux précédentes, 
ne s'eSectoent pas, rien ne distingue essentiellement une fonc- 
tion de fonction de celles qui dépendent directement de la ya« 
riable principale. . ^ 

117. DÉRIVÉE D'tifïE FONCTION DE FONCTION. D'aprés Ics défi- 
nitions qui précèdent, si l'on désigne par u une fonction f {x) 
de la variable a?, et par w une fonction ^ (u) de la variable u, w 
sera une fonction de fonction définie par les équations : 

Nous allons montrer que, si les fonctions 9 et di sont de telle 
nature, qu'on sache prendre leurs dérivées par rapport à la va- 
riable dont elles dépendent immédiatement , on pourra former 
la dérivée de w par rapport à x. 

Supposons, en effet, que Ton donne à a? un accroissement A^p, 
et qu'il en résulte : pour u, un accroissement Au ; pour to, un 
accroissement Ati? ; on a identiquement : 

êkW Au? Au 

Aa? Au*Aap* 

Or, Aa? tendant vers zéro, — et r-ont, pour définition, nom 

limites respectives, les dérivées de u? et de u par rapport à x. 

Quant à —, bien que u ne soit pas» une variable indépendante , 

mais une fonction de a?, dont les variations dépendent de celles 
de Xf celte expression a pour limite la dérivée de w par rapport 
à 11 ; car rien, dans la définition de la dérivée d'une fonction, ne 
particularise la manière dont l'accroissement de la variable 
tend vers zéro. En désignant donc les dérivées de w par rap- 
port à a; et par rapport à u par w* et par ^' (u), et celle de u par 
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rapport à x par 9' (x), et en se rappelant que la limite d'un pro- 
duit est égale au produit des limiteSi on a : 

[7] w' = y{u)>Cf'(x); 

r/^sultat que Ton peut énoncer de la manière suivante : 

La dérivée d'une fonction de fonction est le produit des dérivées 
aes fonctions simples qui la composent^ prises, chacune^ par rapport 
a a variable dont là fonction dépend immédiatement. 

118. Exemples. !<" Considérons la fonction 

c'est-à-dire, supposons que, dans la formule qui précède, on 
ait: 

u=a^, w=u^r 

Pour former la dérivée de cette fonction de fonction , il faut, 
comme on Ta vu, prendre la dérivée de w' par rapport à u, qui 
est 3u*, et la multiplier par la dérivée dea^ par rapport à a?, 
c'est-à-dire par 2a?; celte dérivée est donc 3u*x2a?, ou, en 
remplaçant u par sa valeur : 

3x*X2a?=6a^; 

• ce qui est précisément le résultat qu'on aurait obtenu (liO), en 
remplaçant la fonction de fonction par la fonction simple x^. 
2* Considérons encore la fonction 

log a?*, 
c'est-à-dire, supposons : 

16 = 3?*; w = ]ogu. 

La dérivée de cette fonction de fonction est le produit de 5ar*, 
dérivée de a?*, par -^, dérivée de log u par rapport à u ; elle 
est égale, par conséquent, à 

5ar* log: e 5 log g , 

a^ "^ X ^ 
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c'est précisément ce que Ton aurait trouvé, eu remarquant que 

logrr'=5 logo?; 

car la dérivée de 5 log x est évidemment égale à cinq fois la dé- 
rivée de log X. 

Les deux exemples précédents ont été choisis de manière à 
fournir un résultat qui fût connu à Tavance ; mais on conçoit 
que, dans un grand nombre de c<is» la règle des fonctions de 
fonctions conduira à des résultats entièrement nouveaux, et 
qu'il serait difficile d'obtenir autrement. 

Cherchons, par exemple, la dérivée de e**, en posant * 

On voit que la dérivée demandée est le produit de 2^?, dérivée 
de u par rapport à x^ et de e**, dérivée de e** par rapport à u ; 

elle est, par conséquent, égale à 

"^ 

110. GÉNÉRALISATION. Ou pcut généraliser la règle des fonc- 
tions de fonctions, et l'étendre à des expressions qui dépendent 
de la variable x au moyen de plusieurs fonctions intermédiaires. 

Posons, en effet : 

i^=(p(a?), v = iKw), w=f{v), z=F{w); 

et cherchons la dérivée de z par rapport à x. Soit Aa5 un ac- 
croissement attribuée à 0?; et soient Au, Ivy Iw, Az, les accrois- 
sements qui en résultent pour Uj v,w,z; on a, identiquement : 

Ar Az Ato Av Au 
Ix Aîi?*Aî; *Aw*Aa?* • 

et l'on voit que, si Aa; tend vers zéro, le premier membre a, 
pour limite, la dérivée de z par rapport à x, et les facteurs du 
second tendent vers les dérivées des fonctions z, to, v, u, par 
rapport aux varia];)les dont elles dépendent immédiatement. On 
en conclut que la dérivée de z, par rapport àx, est eticore le pro^ 
duit obtenu en multipliant les dérivées des diverses fonctions; z« w 
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T, u^prUei chMcwu par rapport à la variable dont la fo$u^i(m dé^ 
pend immédiatement. Ainsi : 

[8] z'=r(w)xr{i))X^'{u)y«^'{x). 

* 

120. DÉRIVÉE d'un produit. Soient w, v, u;,.... des fonctions 
en nombre quelconque» et z leur produit, dont on denaande la 
dérivée. 

Ona: z=u.v,w....; 

en prenant les logarilhmes des deux membres, il vient : 

log js = lôgu+logi? 4" logto +....; 

et, si Ton prend les dérivées des deux membres, on a, en appli- 
quant la règle des fonctions de fonctions (il 7), et en désignant 
par s', u\ t^, to'f.... les dérivées de z, w, v, w....i 

ioff « ^' _ lo^ « ,/ 1 lo^ e , , log e 

z s= U -t- ^"T" 



d'où Ton déduit ; 



u V ' w * * 






ou, en multipliant les deux membres par z ou par uvv)....: 

[9] z =vw ,..m' -^-uw ....v' -\-uv ....w' '\-..,. 

Ainsi, la dérivée d'un produit est la somme des produits obtenus 
en multipliant successivement la dérivée de chaque facteur par le 
produit de tous les autres. 

Si un facteur est constant, sa dérivée est nulle , et le terme 
correspondant manque dans la dérivée du produit. Ainsi la dé^ 
rivée de ku est Au'. 

121. DÉRIVÉE d'un quotient. Soient ii et v deux fonctions de 
œ, et z leur quotient, dont on demande la dérivée. On a : 

u 

t? 
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En prenant les logarithmes, il vient : 

log z^=B]ogu^logv; 

ex, si Ton prend les dérivées des deux membres, eette équation 
donne, en adoptant les mêmes notations que préeédenUBMt c 









log 

Z 


-V = 




— 


V * 


d'où l'on 


déduit 


• 
• 
















z!= 




^Z ,_ 


1 

V 


u! — jv. 


ou 


[10] 






z": 


vu' — 


HV 


•• 



Ainsi la dérivée Sun quotient s'obtient^ en multipliant U dénomi- 
nateur par la dérivée du numératçMUp^ puis le nwnératew par la 
dérivée du dénominateur ^ et en divisant la différence des produits 
par le carré du dénominateur. 

122. DÉRIVÉE d'une puissance. Soient u une fonction de x^ 
et m un exposant, entier ou fractionnaire, positif ou négatif; 
désignons par z la puissance u**, et cberchons-en la ûérivée ; 
on a: 

En prenant les logarithmes, il vient : 

logz=mlogu; 

et si Ton prend les dérivées des deux membres, on aura, en 
adoptant toujours les mêmes notations ; 



log« . loge , 



u 

d'où Ton dédultl z'=m-' u'\ 

u ' 

ou [U] z = mtj^^u\ 

Ainsi la dérivée d'unç puissance d'une fonction s'obtient en mul" 
tipliant la dérivée de la fonction par Veipposani et par une puissance 
de la fonction prise avec un exposant inférieur d^une unité. 
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Beiiarque I. Dans le cas où m est entier, cette règle pourrait 
se déduire du théorème des fonctions de fonctions : car, u étant 
une fonction de x^ u** est une fonction de fonction; et Ton a vu 
(110) que sa dérivée, par rapport à w, est mu**-*. 

Remarque II. Si, dans la formule précédente, on suppose 
ii = a?, on obtient la dérivée de a?*, et Ton voit qu'elle est ma^^ : 
celte dérivée s'exprime, par conséquent, par la même formule, 
que lorsque m est entier. 

Corollaire. Siz = y/uy on écrit : 

%^ 

et appliquant la règle précédente, ou a : 

s=z u V, 

À 

ou [12] ^-rf» 

Ainsi la dérivée de la racine carrée d'une fonction s'obtient en 
divisant la dérivée de la fonction par le double du radical. 

123. DÉRiviE DE u*. Considérons enUn l'expression plus 
composée, dans laquelle l'exposant est lui-même fonction de la 
variable x ; et cherchons la dérivée de u%ueiv désignant deux 
fonctions quelconques de x. 

Posons : z^zu^'y 

nous aurons, en prenant les logarithmes : 

log;2r = vlogu; 

et, si nous prenons les dérivées des deux membres, en appli- 
quant la règle donnée pour la dérivée d*un produit, il vient : 

-|-,2;' = v'log w+-^p-w ; 
d'où l'on déduit: 



r 
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Exemple. Si ron pose v=X9 u = Xf la fonction z devient x^f 
et la dérivée est : 



rc» 



&■> 



124. Applications des règles précédentes. Les règles pré- 
cédentes permettent de former la dérivée d'une fonction algé- 
brique donnée, quelque compliquée qu'elle soit ; nous en don- 
nerons quelques exemples. 

1* Trouver la dérivée de la fonction, t/= V^r+a;«, 
On pose : l-)-ic*=u, 



^14-a;»==u»; 
et l'on trouve (117* 122) : 



y' = ^uVw'= ^ 



V'I+a;* 



a?* 



2® Trouvée la dérivée de la fonction y = 7;—; — -• 

(l + a?r 

Nous pouvons considérer cette expression comme une frac-* 

tion; et en appliquant la règle (121), on trouvé : 

, 770?'*"' (14-^)* — T»a?*(l -[-0?)'*-* ng?**"^ 

^ "" (l+a?)'* ""(1+0?)**** 

Oa pourrait encore considérer la fraction proposée comme 

X 

1| n"* puissance de , , et appliquer la règle (122) ; on aurait 
alors : 



i''="(îfir-(iT^y="(îTï) 



(14-*/ 

V 

= n 



résultat conforme au précédent : 
3* Trouver la dérivée de la fonction 



y = log "^ < 

°^a?«— 1 + 1 
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En BosanI > * . — =0, 

on aura: yslogH, 

et (118): t/'=!2|i.U'. 

Pour trouver V, il &Qt appliquer les ràglta (jL91, ififi); cm 
trouve : 

(^/STZn- + l)~iL« - (v/5î'=^ -- l) -TrSii^ 

• ya;^ — 1 y/a?' — 1 

2a? 

2a; loge 
et, par suite: y' = ^^_i (a^-a/ 

k"* Soit enGn t/=e*La;, le logarithme étant pris dans Iç sys- 
tème de Neper ; on trouvera : 

V'=«-(i+Lr). 

S ly. Dérivées des fonelfons circulaires. 

125. D^RTvéE DE sin x. La dérivée de la fonction sin x est, 
par défini^on, U limite du rapport 

sin (x+h) — sin a? 
h ♦ 

Or^ on a, d'après les formules connues de la trigonométrie : 

sin(a?+A)— fSina?=2sin-cos (^+ô)» 
Donc 

sm(x+h)-sinx 2sin|co8^+|) rinQ) 
-^ -h 7^- ''' (* + âj- 



THÉORIE PES DÉRIVÉES. 187 

Mais on sait que h deyeaant très-petit» le rapport du sinus à 

l'arc correspondant tend vers l'unité. D'ailleurs, cos (^+ô) 

s'approche indéfiniment de cos x; et, par suite, l'expression 
précédente a pour limite cos x. 

La dérivée desiax est donc cos x. 

[14] (sina?y=cosa?. 

126. DÉRiYÉE DE cos X. On a : 

cosa?=sinf| — xp 

et, par conséquent, cos x peut être considérée comme une fonc- 
tion de fonction, fin appliquant la règle (ii7), on trouve : 

(cosa?)'=cos (I — xj (|— a?j =— cos (5—^) = — sîn«. 

La dérivée de cos x est donc — sin x. 

» 

[ 1 5] (cos 0?)' = — sin X. 

127. Dériyée de tang a?. On a : 

. sin a? 

tang a? = ; 

° coso?' 

et, en appliquant la règle (121), on trouve : 

non /* x/ cos'a;4-sin*a? 1 

[16] (tang^y = eos'a; =^^S^- 



La dérivée de tang x est donc — r-. 

° cos* X 

128. Dérivée de cotang a?. On a : 

. " cos a? 
cotang a? =-7 — : 

et, en appliquant la règle (121), on trouve : 

nm / * \» '--sin'a?— cos'a? 1 

[1 7] (cotang xy = r-y = — -r-r-. 



— >; ■f''.^- 
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Ia dérivée de cotang x est donc r^- . 

° sin* X 

129. DiRivEE DE séc x. On a : ' 

1 



séca? = 



coso; 
Donc 

La dérivée de séc x est donc 



cos^x 



130. DÉRIVÉE DE coséoo;. On a : 

coséca?=-T — • 
sinx 

Donc : 

[19] (coséc xy = (sin-* a?)'= — (sin~' x) ces x = — r-j-, 

La dérivée de coséc x est donc r-r-. 

i:lll'X 

i5i. Remarque. Nous admetlons, dans les paragraphes pré- 
cédents, que Tare x soit mesuré par son rapport au rayon du 
cercle dont il'fait parlie. C'est, en effet, dans cette hypothèse 
seulement, qu'il est vrai de dire, comme nous l'avons fait (i2ô), 
que le rapport du sinus à l'arc tend vers l'unilé, lorsaue Tare 
diminue. 

152. DÉFINITION DES FONCTIONS INVERSES. ToUteS ICS fois qUC 

deux variables, x et y, sont liées de telle manière, que la vale^ui 
connue de l'une détermine la valeur de l'autre, elles sont dites 
fonctions Tune de l'autre ; et ce sont deux fonctions inverses. 
Ainsi, par exemple, si y^a", on en conclut a? = logay; à 
claque valeur de x correspond une valeur déterminée de Tex- 
ponentielle y; mais à chaque valeur de y correspond upe valeur 
déterminée du logarithme x. Les deux fonctions y et a; sont in- 
verses l'une de Tautre. Ainsi, encore, le sinus d'un arc est une 
fonction de cet arc; mais, réciproquement, l'arc est fonction du 
sinus; car à chaque valeur du sinus correspondent des valeurs 
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détenyinées de Tare. Nous désignerons cette fonction par h 
notation. 

are sîn a?, 

que Ton doit lire : arc dont le sinus est x. Et nous allons déter- 
nainer les dérivées des fonctions circulaires inverses^ arc sin a?, 
arc cos a?, arc tang a?. 

153. DÉRIVÉS DE arc sin x. Posons : 

y = arc sin a?; 

et cherchons la dérivée de y par rapport à x, que nous désigne- 
rons par y*. 

De l'équation y = arc sin a?, 

on déduit : a; = sin y ; 

eu prenant la dérivée des deux membres par rapport à x, et 
appliquant, pour le second, la règle des fonctions de fonctions, 
on trouve : 

l=cosyXy'; 

donc : y' = 



cos y 



Mais sin y étant égal à a?, cos y est* égal à ±: v/ 1 — a?*; et l'on a, 
par conséquent : 

[20] 1/= . ^ 

V^l — ar 

1 



La dérivée de arc sin x est donc 



=±=v^i — x^" 



IS4, Remarque. H peut sembler extraordinaire .que la dé- 
rivée cherchée ait un signe indéterminé. Mais on remarquera 
que le signe du dénominateur est celui de cos y; or, à un môme 
sinus X correspondent des arcs en nombre infini, dont les uns 
ont un cosinus positif, et les autres un cosinus négatif; ce sont 
ces divers arcs qui ont des dérivées différentes ; chacun d'eux, 
bien entendu, ne peut en avoir qu'une seule. Lors donc que l'on 
prendra la dérivée de l'arc dont le sinus est Xj on devra indi- 
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quer le qtràdfâM, dâfis lequel sô tertWtîe Vàirc dôitt îl s'a^t; et 
Ton prendra le signe +> si Tare se termine dans le premier oa 
* dans le quatrième quadrant^ et lé signe — , s'il se termine dans 
le second ou dans le troisième. 

J 15». DÉRiviE m arfô tôt à^. Si Ton pose : 

y=arccosa?, 

on en déduit: x=cosy; 

etf en prenant les dériyées des deux membres, 

1 =— sînt/X2/'; 
d'où Ton déduit : 

[21] y'=-Jr:= ^^ ^ 



La dérivée arc CQS x est donc 



siny àzy/i^a^* 
— 1 



±z^Tir^' 



Dans ce cas, le dénomihateur est la valeur de sîn y, c'est-à- 
dire du sinus de l'arc dont on cherche la dérivée. On devra donc 
le prendre avec le signe -j-r ^ l'^rc se termine dans le premier 
ou dans le second quadrant; et avec le signe —, si Tare se ter- 
mine dans le troisième ou dans le quatrième. ' 

136. On peut remarquer que, d'après ce qui précède, les 
deux fonctions arc si n a? et arc cos x ont des dérivées égales, ou 
égales et de signes contraires; on s'explique facilement qu'il 
doit en être ainsi, en remarquant que, si y désigne un arc dont 

le sinus soit a?,- — y et y —-auront a? pour cosinus. Ona donc, 

HT 

5 — arc sin x = arc cos a?, 

et arc srn a? — - = arc cos x. ! 

Oh verit, d'àrprèséela, qiïe, solvant la valeur adoptée pour Xm 
éotit le cosâmis est a?, sa dérivée sera égale à celle de arc sin af, 
ott égaAe et (hr signe contraire. 
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' 4 

137. DÉRIVÉE DE arc tang w. Posons : . 

y sac arc tang a?; 
on en déduit : s^ ^ tang y ; 

et, en prenant les dérivées des deux membres, 

, vL' 

cos*y 
donc: 

[22] y* = cos^y = r--— — -T- = r-T — !• 

"^ l-f-tang*y !+«*• 

La dérivée de arc tang x w^ donc r—, — ?• 

® 1 + a?* 

On voit que la fonction arc tang x n'a qu'une seule dérivée. Il 
existe cependant un nombre infini d'arcs qui correspondent à 
une tangente donnée; mais, si Ton désigne l'un d'eux par y, 
tous les autres sont compris dans la formule 

nic + i/; 
chacun d'eux a, par conséquent, même dérivée que y. 

138. Tableau des dérivées. Gomme il est nécessaire de con- 
naître les formules fondamentales du calcul des dérivées, nous 
les avons toutes réunies dans le tableau suivant : 
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• I 



l*y= 
2" y: 
3- y: 

4-y= 

5» y: 
«•y: 



f(a;)d=(p(a;), 



8* y=La?, 



9*y=Ioga;, 

sin JT; 

cos «, 

tang 97, 



0»y: 

i'y= 



2» y: 
3"y=cotanga;, 
4*y=séc «, 
5» y=coséc«, 
6» y=arc sina;, 



22» y: 
23** y: 

24» y: 
25" y: 



ilogsina;, 
:log cos a;, 



îlogtangjor, 



y'- 

y' 

y'- 
y* 
y'- 

y'= 



=a. 



f {X) =fc9' {X). 
f(x).<p'{x)^<p{x).r(x) 



l/(^) I 



y= 

y-' 
y- 



•-mx^-K 
:e*. 
a'La, 
. 1 

X 

- log c. 

X ° 



y'= 



COSâT. 

— sin «. 

1 

cos' a;' 
1 
sin'iç' 
sin a; 



y'=- 



y'=- 



y'= 



cos' a;* 
COS a; 



sin'aj' 
1 



y'=- 



•• t/=arc COS a;, 

8* y=atctang ar, y'= 
9° yrrarc cota;, 
20* y=arcséca;, 



>/T^x^' 
1 



V'i— X'' 



1 



y'= 



1 



y'= 



l+a;'* 
1 



îl» y = arc coséc «, y'= — 



a;^«*— 1 
1 



y'= 
y'= 



rlogtanga;, y'= 



y'= 



cotang X, 
— tang X, 

1 
sin a;.cosâ;* 
1 



sma; 



Dans les dérivées de arc sin x et de arc coséc a?, le radical a 
le signe de cos y ; dans celles de arc cos x et de arc séc x, il a le 
signe du sinus. 
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I. Trouver la dérivée de 



EXERCICES. 

/ -i- 

' ' V^î— 1 



X 

On trouve : y'= — , ,, . 

II. Trouver la dérivée de y = f (a + bx*) . 
On trouve : y' = îf (<* + bx^) bx. 



m. Trouver la dérivée de 



'■='©• 



Ontrouve: ^^""^^(î)' 

Alg. SP. B, 8 
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IV. Trouver la dérivée de 

On trouve : »*«--, f [j^) +ir(F=^. ^ ^^' 

V. Trouver lee dérivées de 

On trouve : y'=L»j j»'=»e*. 

VI. Trouver les dérivées de 

y=r jpsinx+cosâ^i s=sin x-^x oosx. 
On trouve : t/'=«cos», jir'±=i«8ina;. 

VII. Trouver la dérivée de 

On trouve i v'= ,^ ■ ..u,, . 

Vi+^ 

VIII. Trouver la dérivée de 

^ \ocosa; +a/ 



On trouve : y = i.^^»^ i >. ' 

cos aî 4" a 

IX. Trouver la dérivée de 

1, / l — cosa;\ 

, 1 
On trouve: ^~55rï' 

X. Trouver les dérivées de 

y=Larcsind;, xr=Larccosa;, t? = Larctgap. 

On trouve : 

. 1 ._ —1 ^- I 

^ vTTJaarcsinx' v^f^* arc dos a? * ' (!+«») arc tg*' 

XL Trouver la dérivée de 

y = arc sin 2 0? Vl "~ ^« 

2 
On trouve : y'= /^_^a « 

Dire pourquoi cette dérivée est double de dèllô de arcsin». 
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Xlli 'muf Sf là éMféB àé 

y-»rctangj— ^. 

On trouve : y'=: 



l + i»»' 
Dire pourquoi cette dériyée est k tnème que celle de am tang «• 

xni. Trouver la dérivée de 

a + ft + aj — ôte 

et dire pourquoi elle est encore la mdme que la précédeute. 

XIV. JSn posant : L (j^) = 9 («) > 
trouver les dérivées de 

^ ^Vl + o»/' * ^Vl + ob + (a4-b)«/ 
Ontrouvei V=j^r^, ^=r=^' 

Dire pourquoi ces deux fonctions ont la même dérivée* 

XV. Trouver la dérivée de 

. i/l — c'sinap 
* 1 — ccosaf 

On trouve . yf'. 



l— ecosop' 

XVI. Trouver la dérivée de Texpression 

_ 1 r gsina? _ ^ / ^g'— b»sinA l 

î'— a'— 6»U + &cosa? y'^*'— b^^^^^^fi^ ^ b + acos» )\ 

XVII. Trouver la dérivée de Texpression 

XVUI. Trouver la dérivée de Texpression 

1 r osin£__ b / b + acosa; \"| 

''"" a*— b* [^a 4- b <^os 0? "" ^JZIp \<* + & cos»y J; 
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Dire pourquoi Ton trouve, pour ces trois expressions (XVI, XVII, XVIII), la 
même dérivée, 

- cosa; 

' a-\-bco3x 

.^ XIX. Trouver la dérivée de l'expression 

1 r asinag ^ h / b + o ces op + yb'— a* sin x \ "] 

"~~ a^-^b^\ja + hcosx y^JâZT^» \ a+6cosa? yj* 

Cette fonction a la môme dérivée que les trois précédentes. 
XX. Trouver la dérivée de Texpression 

1 - Vr4^4- g v^2 1 , xy/i 

!/ = — r=^ ; — :3 — ' ^-=arcsm , / , . 

On trouve : i/ = — ' — = . 

(l-fljOV^l+«- 



CHAPITRE IL 

ÉTUDE DES FONCTIONS A L'AIDE DES DÉRIVÉES, 
RETOUR DES DÉRIVÉES AUX FONCTIONS. 

S I. Propriétés des dérivées. 

£39. DÉFINITION. On dit qu'une fonction f {x) est croissante^ 
lorsqu'un petit accroissement, donné à la variable x^ fait prendre 
à la fonction une valeur plus grande : en d'autres termes , 
lorsque Ton a, pour de très-petites valeurs de h^ 

n^ + h)-f{x)>0. 

Une fonction est dite décroissante, lorsqu'un petit accroisse- 
ment , attribué à la valeur x , fait prendre à la fonction une 
valeur plus petite : en d'autres termes, lorsque Ton a» pour de 
très-petites valeurs de A, 

nx+h)-f{x)<0. 

£40. Condition pour qu'une fonction sorr croissante ou 

DÉCROISSANTE. Puisquo la dérivée f (x) est la limite du rapport 

f(x-Uh) f(x) 

u — ^-^-^, pour fc = 0, il s'ensuit que, lorsque h est, non 

pas nul, mais très-petit, on a : 



£Ëd4z-I(£)=^(a,)4.., 



t étant une quantité inconnue, fonction de x et de^A, qui est 
très-petite, en même temps que A, et qui tend vers zéro avec h. 
On tire de là : 

f{x+h)-f{x) = h\rix) + B]. 

Or si f (x) n'est pas nul , on peut prendre h assez petit, pour 
que e soit, en valeur absolue, plus petit que /' (x) . Le signe de 
\f{x) + t\ sera alors celui de f {x) ; et, comme h est positif, le 
signe de f (x) sera celui du premier membre. 
Donc, si la dérivée V (x) est positive, la fonction f (x) est crois-- 
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santé; et si la dérivée est négative^ la fonction est décroissante^ Les 
réciproques sont évideipineQt YW^i 

141. Condition cobimunb au maximum et au MmniuM p'une 
FONonoN. Lorsque la variable de laqyellc^ dépend vm^ fonctioD, 
change d'une manière continue, la fonction elle-même varie 
d'une manière continue ; et le théorème précédent nous permet 
de trouver les valeurs de la variable, pour lesquelles la fonction 
est croissante ou décroissante. 

Si la fonction considérée devient maximum pour une certaiiie 
valeur a de x^ elle est croissante lorsque fi est plus p§tit que a, 
et décroissante, dès que x a dépassé cette limite. La dérivée, 
positive d*abord, négative ensuite, doit donc changer de signe, 
en passant du positif at| négatifs lorpque ^, croissant d^une ma- 
nière continue, vient à atteindre et à dépasser a. 

On verra de même que si, pour a; = a, la fonction considérée 
est minimum, la dérivée doit changer de si^e, en passant du 
négatif au positif, lorsque x^ croissant d*une manière çontinqe, 
atteindra la valeur a. 

On voit, par ce qui précède, que lef valeurs de x, qui rendent 
une fonction maximum ou minimum, sont celles pour lesquelles 
Ifi dérivée de cette fonction vient à changer de signe. Et, comme 
une fonction continue ne peut changer de signe qu'en passant 
par la valeur zéro, intermédiaire entre les valeurs positives et 
négatives, il en résulte qu'une fonction, dont la dérivée est con- 
tinue, ne devient maximum ou minimum que pour les valeurs 
de X qui annulent sa dérivée. 

Mais la réciproque n'^^t pas exacte. Pour qu'il y ait maximum 
ou minimum, il faut non-seulement que la dérivée s'annule; il 
faut encore, qu'elle change de signe ; et un grand npmbr§ ie 
fonctions peuvent p?i§ser par %ér« çans cbwger de signe, 

Nous conclurons de là que, pour trouver les maximums et mi- 
nimums d'une /bncfi(în f (x), Qn fé^QV^i VèqmtiQ^ f (x) =0; on re- 
jette les solutions pour lesquelles la dérivée ne change pas de signe. 
Quant A ehocfune de eelles qui fbnt ehanger de signe h la dérivée^ 
elles 9WVîspofndet^ à un maximum, lorsque la dérivée passe du pôr 
9Uif m flég^ifi et à un îninimum, dans le cas contraire. 

On peut remarquer, tn outre, que, s'il y a maximum, la dé- 



j 
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rivéi^ étant d'abord positive, puig nulle, et enfin négative, va 
eonatamment en diminuant i sa dérivée, o*est>à-diro la dérivée 
seconde f(x)y doit donc être négative. Si, au oontraire, il y a 
minimum, la dérivée^ d'abord négative, puis nulle, puis posi- 
tive, va en croissant : donc la dérivéq sççondç f{^) doit être 
positive. Les réciproques sont évidentes. • 

Donc, pour qu'ime valeur x ^ fti ^ mnul$ f (x), ^arrupondê 
à un maximum ou à un minimum^ il suffit qu'elle rende f'(x) n^- 
gative ou positive, 

S 11. Ëtude de quelques fonctions. 

142. ÉTUDE DE LA FONCTION «*, QUAND X VARIE DE A oo . 

Coroinencons p^r chercher la valeur de cette fonction pour a? 5= 0» 
Si Ton aUribue immédiatement cette valeur à la variable, 
fonction prend la forme indéterminée 0% qui n'a aucun sens 
car, d'une part, toutes les puissances de sont nulles; et, 
d'autre part, toute puissance, dont l'exposant est zéro, est égale 
à 1. Pour connaître la véritable valeur de af^ c'est-à-dire la va- 
leur vers laqueUe converge x'^ lorsque x diminue de plus en plus^ 
posons s 

y = »*; 

en prenant les logarithmes des deux membres, il vient : 

logi/=a?loga?. 

Or, puisque oî doit recevoir une valeur très^petite, posons-le 
^al à -, j» étant tràs««grand ; on aura : 

log2/==-log- = — jlogjaf. 

Or, il est évident qu'un nombre très-grand est beaucoup plus 
grand que son logarithme; (si, par exemple, les logarithmes 
sont plis dans le système dont la base est 10, le logarithme d'un 
nombre de 1000 chiffres a seulement 999 pour partie entière) ; 

- 109 isr d donc pour limite ; et, par suite, log y diminue indéâ- 

niment : d*rà Ton eonolut que y tond vers Tanité* 
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Pour étudier les variations de of, à partir de la valeur 1, pre- 
nons la dérivée de cette fonction. On a (t23), pour expression 
de cette dérivée, 

le logarithme étant pris dans le système de Neper. 

Si X est très -petit, cette dérivée est négative ; «* commence 
donc par décroître, et diminuera tant que l'on aura : 

1+La?<0, 

c'est-à-dire La? < — 1 , 

ou ^<^ê' 

Pour9=-, la dérivée s'annule» et la fonction devient mini 

6 

mum ; x croissant à partir de la valeur -, la drivée est tou- 
jours positive, et af croît sans limite. 

145. ÉTUDE DE LA PONCTION 1/ = — , LE LOGARITHME ÉTANT 

X 

PRIS DANS LE SYSTÈME DE Neper. Pour 07=0, on a, évidem- 
ment, |/= — 00 . La dérivée est : 

, 1 — La? 

y = ^1 * 
x^ 

Cette dérivée est positive , tant que x est plus petit que e ; la 
fonction augmente donc sans cesse, lorsque x passe de la va- 
leur à la valeur e. La fonction passe alors de la valeur — oo à 

la valeur -. Cette valeur - est son maximum ; et, la dérivée de- 

venant ensuite négative, la fonction diminue indéfiniment ; et 
l'on voit sans peine qu'elle tend vers zéro, lorsque x augmente 
sans limite. 

144. Problème. On donne la somme x 4- Y î trouver le maxi- 
mum ou le minirmim de\^ -{• y". 

Remarquons d'abord que, la somme a? 4*1/ étant donnée, y 
est une fonction de a?, et que, par conséquent, af*-f V* ^* 
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aussi fonction de x; on peut, par conséquent, lui appliquer le 
théorème démontré plus haut (i4i). 

Posons: a? + y = 2a, 

Il faut chercher la dérivée de u^ et l'égaler à 0; or, on a vi- 
demment : 



D'ailleu rs, l'équation a? + y = 2a, 


donne: 


i+y'=o; 


donc: 


!/=-!; 


et, par suite. 


w'=ma?"^* — mi/**-*. 


La condition 


w'=0, 


revient donc à 


a?"^*=i/'»-* 



et exige, par conséquent, que l'on ait a; = y, et, par suite, 
x=za. 

Pour savoir s'il y a maximum ou minimum, il faut chercher 
(14i) si, lorsque a?, en croissant, passe par la valeur a, la dé- 
rivée, en changeant de signe, devient négative ou positive. Or, 
en supposant m plus grand que 1, pour x plus petit que a, 
(ma?*-* — my"^*) est négatif; et, pour a? plus grand que a, cette 
différence est positive : donc il y a minimum. La conclusion 
serait opposée, si (m — 1) était négatif. 

145. Problème. Chercher les valeurs maxima et minima de 

hxpression. 

_ x^ — 5x-f6 

y""x« + x+l • 

Cherchons d'abord la dérivée y' de y; on a, d'après la règle 
donnée (121) : 



,_ (2a?--5)(a?^+a?+l)— (gy+lXa?'— 5a?+6) _ 6a?^- 

»— ' /'/v.î_J_/v._L_l\ï /'/rîJ 



1 Car— 11 



{x^+x+l)* {x^ + x+if 

Le dénominateur de y' étant positif, le signe de cette dérivée 
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sera celui de (0»*— lOa?— il). Or, ce trinôme est négatif, 
quand x est compris entre les racines de l'équation 

[1] 6a?» — lOa?— 11 = 0, 

et il est positif dans le cas contraire. 
Les deux racines de l'équation [1] sont : 

a?- g , 
, . ,. ( a?' =-^0,75656 53357, 

cest-a-dire, ^ ^,^ 2,42323 20024; 

les valeurs correspondantes de y sont ; 

19±:2i/9Ï 

y= — 3-S^, 



c'est-à-dlre, ( ^'"^ ^l' 

' i y%= 0, 



69292 8009k, 
02626 13428. 



On voit que la fonction y, qui ne devient pas infinie, pujfuiue 
(a?'+aï4"l)ne peut être nul, et qui est par conséquent conti- 
nue, est croissante, lorsque a? varie de — lo à a?'; elle décrott 
ensuite, lorsque w varie de a^' à o^, pour augmenter indéflni* 
ment, quand x augmente à partir de la valeur af. Elle atteint 
son maximum pour x=^x\ et son minimum pour «^flft 

On voit, d'ailleurs, que, pour des valeurs très-grandes de a?, la 
fonction diffère peu de l'unité; car, en remplaçant, pour de 
telles valeurs, le numérateur et le dénominateur par leurs pre- 
miers termes, qui sont égaux. Terreur relative commise sur 
l'un et sur l'autre, et par suite, sur le quotient, est évidemment 
très-petite. 

En résumé, la marche de la fonction est indiqua par le ta* 
bleau suivant : 
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a? = — 00, V=^ 

a; = or' = — 0,75656, . . , y es 1 j|,6f 292. • • maiimum, 

x= 2, !/ = 0, 

0?» 2,41923..., y SB — - 0,026lfl . . • mlnimam, 

a?=s 00, y=c 1. 

146. 0a8 oA la FOMenoM betiint DTseoNTiNUi. Les fanelieni 
eoniidérées pr^eédemnient sont continuen, et les Ihéopèmes dé» 
montrés (140, 141) s^y appliquent san» diffleulté. Hais il n*en 
est pas toujours ainsi ; et il faut alors avoir soin d^eiaminor à 
part les valeurs de la variable, pour lesquelles la fonction 
ehange brusquement de valeur. La eonsidératiqn de la dérivée 
ne suffit plus alors pour étudier les variations de la fonetion. 

Soit, par exemple» la fonction 

^ 0^-80? +1& 

On voit Immédiatement que cette fonction est diseontinue pour 
les valeors ^dss a et â^s=: 5, qui annulent le dénominateur; et, 
par conséquent, on ne pourra appliquer les théorèmes de la 
théorie des dérivées, que pour des valeurs de m variant entre 
des limites qui ne comprennent pas Tun des nombres 8 et 5, 
On a, eu prenant la dérivée de y : 

,_ — 6a?«-^l6a;+26 

Si l'on résout réquatioDi 

' * — 6a;* -f 16a? +26=0, 

on trouve i x = "^^ , 

,. _ •♦ (a/ = ^lA 3873 28290, 

et, par smte. { « 

, pot Duiic, ^ ^,_ g,80529 94957 ; 
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les valeurs correspondantes de y sont : 

y=—l±s/bby 
y^tir 0,41619 84871, 



( y,= 0,416] 
{ y, = — 14,i 



^^ ' '■ '',41619 84871, 

Par suite, y* est négatif, tant que x est compris entre — » et a;', 
positif pour les valeurs de a? comprises entre x' eiaf; et il rede- 
vient négatif, pour x plus grand que xf\ D'après cela, on devrait 
conclure (t-40) que y décroît, lorsque x varie dans le premier 
intervalle, qu'il augmente dans le second, et qu'il diminue dans 
le troisième. Mais, pour les raisons indiquées' plus haut, ces con- 
clusions cessent d'être exactes, à cause de la discontinuité de y. 

y diminue, en efifet, quand x varie de — oo à a/ : car, dans cet 
intervalle, la fonction est continue, et la dérivée est négative. 

Lorsque x varie de a/ à 3, y augmente ; il devient infini pour 
a? = 3 ; puis il passe brusquement à la valeur — oo , et augmente 
de nouveau jusqu'à a? = a?*', valeur pour laquelle y est maxi- 
mum. A partir de la valeur af\ y diminue jusqu'à ce que l'on 
ait a? = 5, valeur pour laquelle y est — oo ; puis cette fonction 
passe brusquement à la valeur + ^ > ^t diminue ensuite sans 
cesse, à mesure que x devient de plus en plus grand. 

Si l'on remarque, comme plus haut, que, pour des valeurs 
très-grandes de a?, positives ou négatives, y diffère peu de l'u- 
nité, on pourra représenter les conclusions qui précèdent parle 
tableau suivant; et l'on se fera facilement une idée de la marche 
de la fonction, qui, dans chaque intervalle, varie toujours dans 
le même sens. 

aj = — 00, |/=i, 

x=x^ = — 1,13873.,., i/ = 0,4l6i9... minimum, 

x= 0, y = 0,46666..., 

x=^ 3, i/ = dzoo, 

x=cxf=' 3,80539..., î/ = — 14,41619... maximum, 

a?= 5, y = zp:.oo, 

a?= 00, î/=^U 
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g III. Application des dérivées à la détermination des valeurs des 
fonctions qui se présentent sous une forme indéterminée. 

147. Cas où uns fonction se présente sous la forme -• 



Soit une fonction : 

et supposons que, pour x = a, on ait, à la fois, f{a) = 0, 
p (a) = 0; 2/ se présente sous la forme -; et Ton peut se propo- 
ser de déterminer la limite vers laquelle tend y, lorsque x tend 
vers a. Cette limite est ce qu'on appelle souvent, improprement, 
la vraie vaUwr de y. 
Puisque f{a) = 0, F (a) = 0, on a identiquement : 

f(x)-f{a) 

F(a?)""F(a?) — F(a)"- F(a?) — F(a) ' 

X — a 

Or, lorsque x tend vers a, les termes du rapport, dans le second 
membre, tendent respectivement, et par définition même, vers 
les dérivées f{a) et F' (a). Donc, en prenant les limites des deux 
membres, on a, pour a? = a : 

Donc si f{x) et F' (a?) ne sont ni nulles ni infinies, pour a? = a, 
]a vraie valeur de j est la valewr du quotient des dérivées de ses 
deux termes. 

(f^ w^,m /T*" 

148. ExEMPjLES. P Vraie valeur de , pour a? = a. Le 

X — a "^ 



quotient des dérivées est — • — , et la limite est moù 



149. Cas où une fonction se présente sous la forme —-. 
Supposons que, pour » = a, la fonction y = y^. se présente 

r \X) 
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SOUS la forme g , c*est-à-dire que Ton ait /'(a) = « , F (a) = « . 

On a Identiquement i 

Or, pour x = af pr-x et j^. sont nuls : doné la ifSAë f aleur de 

cette expression sera la lirtiitë dU ^^otient des dérivées (147). 
Or ce quotient est : 









Bi donc la limita de y ti'est ûi nulle ni inûfiiëi ëf qu'Oâ là dé^ 
digne par L^ on aura, pour la déterminer! 

L=L':Ilmf|, d'Où t=n«,ÇM, 

comme dans le premier cas (147). 

Si la limite de y est 0^ le raisonnement préeédeut ne fe'ap^ 
plique plus. Mais alors on remarque quei h désignant une oon 
•tante, l'eipreMion 

devient aussi ^ pour aî==ft, et que sa vraie valeur est &, puisque, 

par hypothèse, ^rjÀ a pour limite 0. On peut donc appliquer la 
règle précédente; et l'on a : 

donc CM — ou lim^l^ — — limL^ 

™^^ FIS)"""' ^^ "^F(5)"""""^"^r(^- 

La limite de y est eneof e la limite du jpappdft deâ déHVéed. 
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U en Serait âûCOre du mêmô| si k limite de y était infinie. Car 

si ïr7^= 00 , il en résulte que j-H = 0; par suite, en vertu de 
F (a) * f w 

ce qui préoide, --i^| =s 0, dt^ par conséquent, £m ^ •• . 
180. Cas où une fonction se présente sous la forue x <» . 

Bi l'on A tm produit v^r(â')X F ((t), et qua, pour êma^oû 
trouve f(fl)msMQ^ F(a} =B tO| on Aorlt: 

et Ton applique les r%Ies précédentes ; car, sous la première 

forme, y devient-, et il devient ~ sous la seconde. 

it$i. Cas où une fougtion se présente bous la iormi 0*. 
Soit la fonction 

et supposons que F (a) = 0, et f{a) = 0. Si l'on prend les loga- 
rithmes <les detix membres, on a : 

\ogy^fiw)XlbgV(x). 

Si l'on peut trouver la limite du produit f {so) x log F {x) par la 
règle (iâO}| on aura celle de log y^ et par suite oelle de y. 

152. Cas o^ a = a> . La démonstration des règles précédentes 
suppose que a a une valeur finie. Mais on peut prouver directe- 
ment que les règles subsistent, lorsque la forme indéterminée 

résulte de l'hypothèse a; = oo . Soit, par exemple, y = L^ une 
lonction qui, pour â? = <» , prend la forme -t. Posons à? == - ; 

V Z 

nous aurodâ l 
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Or, pour (r= oo , on a 2 = 0. On peut donc appliquer la règle 
(147), et l'on a : 

Ce qu'il fallait démontrer. Seulement il faudra s'assurer, avant 

d'appliquer les règles, que «4^ et Lr^^ tendent bien vers une 

limite déterminée, quand x tend vers qo . Par exemple, Tex- 
pression 

. cosa? 
a? + cos g? _ ' X 
. a? — sin a? sin x 

X 

tend évidemment vers 1, quand x tend vers oo : tandis que le 

1 ""^ sin X 
rapport des dérivées - — - — a une limite complètement indé- 

1 "■— COS X 

terminée. 

155. Remarque. Il peut arriver qu'en appliquant les règles 
précédentes,-on rencontre des dérivées qui présentent toujours 
la même indétermination que la fonction dont on cherche la 
vraie valeur. Dans ce cas on est obligé de recourir à des arti- 
fices particuliers (voy. la !'• partie, n'»' 240 et suiv.). Ce qu'il y 
a, le plus souvent, de mieux à faire, dans ce cas, c'est de rem- 
placer X par a-^-hy d'effectuer les réductions, et de poser en- 
suite /i = 0. 

Soit, par exemple, y = V ^^ ; elle devient - pour x^^a, 

et les dérivées de ses deux termes deviennent toutes infinies. 
Eu posant â? = a -j- ^> on a : 

i/h h^ hà 
— ^ ou -T r, OU r> 



et SOUS cette forme, on voit que la limite est zéro» quand h tend 
vers zéro. 
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§ IV. Rclour de la dérivée à la fonction primitive. 

184. Théorème. Deux fondions ^ qui ont des dérivées égalea^ ne 
'peuvent différer que par une constante. Si deux fonctions ont des 
dérivées égales, leur différence a évidemment pour dérivée 0. 
Il suffit donc, pour prouver le théorème énoncé, de faire voir 
qu'une fonction, dont la dérivée est nu^tle, est nécessairemnt con- 
stante. 

m 

Soit F (a;, une fonction dont la dérivée soit nulle. Considérons 
les fractions suivantes : 

P(a?+/i)-P(a?) 
h = ''* 



F(a? + 2/i) — F(a; + ^) _ 
I h -'*' 

[1] { f(x + Sh)'-¥(x+.2h) _ 

h ^ 



^19 



¥[x+nh)-^¥[x+{n—l)h'] 
7i "" 



= e,. 



Supposons que, h tendant vers zéro, n augmente de telle ma- 
nière, que le produit nh conserve une valeur constante k. Les 
seconds membres ci, ci,...e» tendront tous vers zéro; car, par 
hypothèse, le rapport de l'accroissement de la fonclioit à Tac- 
croissemcnt infiniment petit de la variable a toujours zéro pour 
limite. En chassant les dénominateurs des équations [1], et ajou- 
tant ensuite ces équations, il vient : 

P(a? + n/i) — F(a?) = F(a? -f- A;) — F(a:) = /i(6i + 8, -f- . . .e»), 

et, en nfmmant >) le plus grand des nombres si, Ci,...t«, en va- 
leur absolue, 

f{x -f- ft) — F (x) <Cnr,h <rik. 

Or, les quantités ei, ei,...6» tendant toutes vers zéro, la plus 
grande d'entre elles r, peut devenir aussi petite que Ton veut; et, 
par suite, la différence fixe, F(a?-f-/c) — F(a?), ne peut différer de 
zéro. Deux valeurs quelconques de ¥{x) sont donc égales entre 
elles; et la fonction est constante. 

Alg. sp. B 9 
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iSS. Revenir DE la dérivée a la fonction PuminvE^ dans les 
CAS LES PLUS SIMPLES. La recherchc d'une fonction, dont la déri- 
vée est donnée, est l'un des pFoblèmesles plus difficiles que pré- 
sente l'analyse ; et l'on est loin de savoir le résoudre en général. 
Le théorème qui précède prouve, au moins, qu'une fois une pa- 
reille fonction trouvée, toutes celles qui ont, comme elle, la 
dérivée proposée, s'obtiendront en lui ajoutant une constante, 
de valeur arbitraire. 

Nous nous bornerons ici à traiter le problème, dans les cas 
les plus simples, où la solution s'aperçoit, en quelque sorte, im- 
médiatement : 



!• Quelle est la fonction dont la déiivée est Aaf*î 

2» Quelle est la fonction dont la dérivée est cos mxl 

3« Quelle est la fonction dont la dérivée est siamx'l • 

4° Quelle est la fonction dont la dérivée est a'? 
b"" Quelle est la fonction dont la dérivée est tang x2 

On a: tanga? = = : 

° cosa? cos X 

et l'on voit que la fonction demandée est — log cos a?. 

6« Quelle est la fonction dont la dérivée est:; ? 

1 — X 

On a, en effectuant la division : 

=a?*4-a;-l-l-l . ^ 

1 — a? ^ ^ Ti^x 

La fonction demandée est, par conséquent, 



AiE 



m+l 



m-f-l 

sîn mx 
m 

co^mx 
m 



g'^loge 
log a* 
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?• Quelle est la fonction dont la dérivée est -: ? 

sin X 

^ 1 1 4— 4t- t ang^ i X 

sin X 2sin4a7COs^a? r ^ tang J x 

La fonction demandée est, par conséquent, L tang ^ x. 

8° Quelle est la fonction dont la dérivée est ^ \^ ^ 



Ona : 



1 

1 1 â 



a* + x^ ^i_i_^^' 



1 X 

la fonction demandée est donc- arc tang -• 

Lx 
9« Quelle est la fonction qui a pour dérivée — ? 

X 

/% La? 1 T 

On a; — = -.La?; 

X X 

donc la fonction est- (La;)*. 

lO'* Quelle est la fonction qui a pour dérivée -j- ? 



On a: 



1^ 

1 X 



xLx La?' 



et, par conséquent, la fonction demandée est LLo?. 

Nous nous bornerons à ces exemples, ne pouvant indiquer ici 
aucune des méthodes que l'on emploie, pour résoudre le pro- 
blème dans des cas un peu moins faciles. 

RÉSUMÉ, 

159. Définition des fonctions croissantes ou décroissantes. — 140. Condi^ 
tion pour qu'une fonction soit croissante ou décroissante. — 141 . Condi- ^ 
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lion commune au maximum ou au minimum d'une fonction.— 142. Ëiudc 

La? 
de la fonction a?*. — 145. Élude de — . — 144. Maximum ou minimum 

X 

de a?*"-ht/~, quand a?-|-yt=a. — 145. Maximum et minimum d'une 
fraction du second degré. — 1 46. Examen d*une fonction discontinue. 
— 147. Recherche de la vraie valeur d'une fonction qui se présente 

sous la forme -. — 148. Exemple. — 149. Cas où la fonction de- 

00 

vient — . — ISO. Cas où la fonction devient X oo. — i^i. Cas où 

00 

elle devient 0^' — 152. Cas où a=oo. — 155. Remarque. — 154. Deux 
fonctions, qui ont môme dérivée, ne diffèrent que par une constante. — 
155. Retour de la dérivée à la fonction primitive, dans les cas les plus 
simples. 

EXERCICES. 



I. Trouver les bases des systèmes, dans lesquels un nombre peut être égal à 
son logarithme, en employant l'un des procédés suivants : 

1* On étudiera la fonction x~~\ogx\ et Ton cherchera là condition, pour 
qu'elle puisse devenir nulle. 

2* On étudiera la fonction • — - ;'et Ton cherchera la condition, pour qu'elle 
puisse devenir égale à l'unité. 

3" On étudiera la fonction a' — x; et l'on cherchera la condition, pout 
qu'elle puisse devenir égale à zéro. 

a' 
4" On étudiera la fonction — -; et l'on cherchera la condition, pour qu'elle 

puisse devenir égale à l'unité. 

On devra, bien entendu, trouver, des quatre manières, le môme résultat^ 

qui est 

I 

II. Exapiiner si l'équation 

«" = m*, 

deut admettre d'autre solution que « = m. 

On met facilement cette équation sous la forme \ 

\ogx logm 

X m * 

loK S ' u 

On répondra donc à la question, en étudiant la fonction — ^— , et en cher- 



» O" 
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cliant si c3Ue fonction peut prendre deux fois la même valeur pour des valeurî> 
différentes m et a; ds la variable. 

IIÎ. Un point lumineux^ placé sur une c'roite verticale , éclaire une portion 

très-petite d'un plan horizontal ^ située à une distance d de la droite verticale : 

étudier les variations de la quantité de lumière reçue, lorsque la hauteur x du 

point lumineux varie. 

d 
Le maximum a lieu, lorsque x='j=m 

IV. Un tronc de pyramide régulière, à bases octogonales, est circonscrit à une 
sphère, de rayon donné r. Étudier la variation du volume, lorsque varie Tincli- 
naison des faces latérales sur les bases. 

Le minimum a lieu , lorsque le tronc devient un prisme. 

V. Une ligne droite, de longueur donnée 2a est courbée en arc de cercle^ de 
rayon variable : étudier la variation de Taire du segment compris entre Tare et 
sa corde. 

Le maximum a lieu , lorsque Tare forme une demi-circonférence. 

itx 
VL Trouver la vraie valeur de (1 — x) tang -— pour » = 1 . 

On trouve - . 

VIL Trouver la vraie valeur de XT' pour ap=oo. 

On trouve zéro. 

VIIL Trouver la vraie valeur de te* pour « =oo. 

Op. trouve l'unité. 

IX. Trouver la vraie valeur de x^ pour x^=0. 

On trouve l'infini. 

X. Si l'on désigne par U« la fonction qui a pour dérivée ; on a : 

yl— «' 

Comme on a, d'ailleurs, évidemment : 

U«=arcsin«, Ui = — v^l— »', 

on peut conclure de cette formule un moyen général de former U« , quelle que 
soit la valeur paire ou impaire de m. 



CHAPITRE m. 

SfiRIES QUI SERVENT AU CALCUL DES LOGAIUTHaUBS 

ET BU NOMBRE n. 



% L Séries qui serfont au calcul des logarithmes. 

iK6. Développement en série de — L (1 — u). Soit œ une va- 
riable, que nous ferons varier depuis a? = jusqu'à a? = w, tt dési- 
gnant une constante positive et moindre que 1 . Posons : 

[1] fix)=-L{l-x), 

le signe L désignant, comme dans le chapitre précédent, un lo- 

garithme népérien : la dérivée de f (x) est ; et Ton a évi- 

demment ; 

[2] r(x)=jl^=l+x + x' + ....+x--^+-^^, 

ainsi que Ton s'en assure, soit en faisant la division, soit en som- 
mant la première partie du second membre, à l'aide de la théo- 
rie des progressions. 
Posons aussi : 

[3] ç'(a,)=x+^ + |+....+|'; 

la dérivée de ç (a?), désignée, suivant Thabitude, par 9' (a;), sera 
précisément la première partie de f(x); et l'on aura : 

[4] <p'(a?) = 1 + 0; +x^ + .... +a;»+*. 

En retranchant Téquation [4] de l'équation [2], il vient : 



f{x)-<f'{x)=j^ 



X 



THÉORIE DES DÉRIYËËS. 135 

Le second membre de cette équation est positif et moindre 
que ,tant que a? n'est pas égal à w; on a donc : 

r(a?)-9'(a?)>0, 

A^)-?'(^)-f^<0. 

Ces inégalités montrent (i40), que les fonctions f{x)^^ (x) ei 
f{x) — <^{x) — , I n/i y ^^^^9 ^^ première croissante, la 

deuxième décroissante, quand x croît de à t^. En effet, les 
deux fonctions sont continyes ; et la première a une dérivée con- 
stamment positive, tandis que la seconde a une dérivée constam- 
ment négative. 

D'ailleurs, les deux fonctions dont il s'agit sont nulles pour 
x = 0; donc, pour x=c ti, la première est positive, et la seconde 
est négative. 

On a, par conséquent : 

/'(«)-f(«)>o, 

yn+i 

f{u) est donc compris entre (f{u) et <p (w) + r-— — 7- ;; et il 

est, par suite, égal à <p (u), augmenté d'une quantité moindre que 

•• Cette quantité peut, évidemment se représen- 



u 



à+t 



(n+l) (!-«)■ 

ter par 6 .. ' . , en désignant par ô un nombre positif 

inférieur à ronité* On a donc enân : 



u 



n+l 



c'est-à-dire, 



u* . t^' . iz* . . tl**"^* 



^ ' ' 2 ' 3 * w ' (n+l)(l— -w) 
u étant, comme on Ta supposé, inférieur à l'unité, on voit que 
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(n+l)(l-ti) 
a, par conséquent : 



(end vers zéro, à mesure que n augmente; et l'on 



v} . w* . v!" 



[a] — L(l— u)=w+- + j+ -;^ + .... 

La démonstration même prouve que la série, qui forme le 
second mrmbre, est convergente, lorsque u est plus petit que 
l'unité. On pourrait aussi le déduire des règles démontrées 
(Liv. I, chap. I). 

1K7. Développement de L (1 + u). Soit x une variable, que 
nous ferons varier entre les limites'O et u^ u désignant une con- 
stante positive moindre que 1. Posons : 

[1] f{x)=h{\+x)\ 

la dérivée de / (x) estr-i — ; et Ton a évidemment : 

i-j-a? 

rai i ' "*"^ 

f (a?)==l •- a?+a;»— a;'.... ±a?"-*zpa?*±-r-T—. 

1 ""j™ X 

Posons aussi : 

ro-i / \ a?* , a?' . a^ 

[3] 9 (a?) =a?— y + 3 •..•±~» 

et dé^gnons, suivant la notation habituelle, par f ' (x) la dérivée 
de f {x) ; nous aurons : 

[4] ç'(a?)=l— a?+a;*— a;*+....±a?»-*. 

En retranchant Téquation [4] de chacune des équations [2], on 
obtient s 



ajn+i 



r(a:)-(p'(a?)±a?*=±y-p^. 



Les seconds membres de ces équations sont de signes con- 
traires; par conséquent, les deux fonctions f{x) — f^{x) et 
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^«+1 



/ (a?) — çp {x)± — — -, ayant leurs dérivées de signes contraires, 

n -j- 1 

sont l'une croissante, l'autre décroissante, quand x crott de 

à w; et, comme elles sont nulles pour a?=0, elles sont, pour 

x=u,de signes contraires; et/ (u) est, par conséquent, compris 

entre 



<p(u) et 9(w); 



ù*-^* 
n + l' 



On a donc, en désignant par 6 un nombre positif moindre 
que 1 : 

et, par suite, comme— j—r tend vers zéro, lorsque n augmente» 



ti* . u' u* 



[6] L(l+t.)=ti-:^ + ~-^+.... 



Nous remarquerons, comme à la fin de l'article précédent, 
que la démonstration même de la formule [b] prouve que la 
série, qui forme le second membre, est convergente, lorsque u 
est moindre que 1 . 

La démonstration pourrait même se faire, sans modifications, 
si l'on avait m= 1; et la série précédente peut donner, par con- 
séquent, le logarithme népérien de 2, 

1^. Formule pour le calcul des LOGARrrHMEs népériens. 

Reprenons les deux formules : 
/ 

L(l+w) = ii—--f-j — -+...., 
— L(l— w)=ti+-+3-+4--.-; 



138 LIVRE II. 

il Tient, en ajoutant, et en observant que 

L(l+«)-L;(l-u)=L(i±^), . 

étant plus grand que 1, posons : 

! + «_, I ft_N+/». 

1 — «~ "^N" N ' 

L'équation [1] devient, en observant que 

tN + A 



N 



=L(N4-/i)— LN, 



Cette formule^ où N et h désignent deux nombres positifs quel- 
conques, permet de calculer L(N-f"^)» Quand on connaît LN. 

189. Limite de l'erreur commise, en s'arrêtant a un certain 
TERME. Si Ton néglige, dans le second membre de Téquation [c], 

tous les termes qui suivent 2 ,^. , ^.,^^j \ 2,^.1^, 9 Terreur com- 

^ (2i -f- 1) (2N + /l)*'"*"*' 

mise e sera évidemment moindre que 

^{2i+d)(2^+hf^'l^'^\W+^) +V2N+Â/ '^""S 
c'est-à-dire moindre que 



on aura donc : 



(2i4- 3)(2N -|-ft-)"+>2N(N+A)* 
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En particulier, si l'on néglige, dans la série, tous les termes 
qui suivent le premier, et que Ton écrive simplement : 

l'erreur commise sera moindre que 

h* 



6N(N+/i)(2N+/»/ 



et, à plus forte raison, moindre que 

12 w 

160. Calcul de LlO. Le module du système vulgaire est Fin- 
verse du logarithme népérien de 10. Il est important de con- 
naître ce nombre. Pour le calculer, on cherche d'abord LlO. 
Or on a : 

LlO=L2-f-L5. 

En faisant N=l, /i=l, dans la formule (c), on a : 

Puis, en faisant N = 4, h = 1 , dans la même formule, et remar- 
quant que L4 = 2L2, on a : 

Par conséquent, 

+ ^ (9 + 379^ + 5:9^+ 779^ + -7' 
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OU, eu faisant passer les coeffîcienls de chaque série aux mi- 
méralcurs, et simplifiant: 

2 2 2 2 

On calcule d'abord les nombres^, — ^ 3*' m» •••• ^^^^ chacun 
est le neuvième du précédent. On a ainsi : 

1^ = 0,22222 22222 22222 22222 22 



-^=0,02469 13580 24691 35802 47 



^ = 0,00274 34842 24965 70644 72 



^ = 0,00030 48315 80551 74516 08 



^5= 0,00003 38701 75616 86057 34 



^5= 0,00000 37633 52846 31784 15 

A= 0,00000 04181 50316 25753 79 

^j= 0,00000 00464 61146 25083 75 

^ = 0,00000 00051 62349 58342 64 



j 
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2 

-^=0,00000 00005 73594 39816 85 

2 
^ = 0,00000 00000 63732 71090 65 

2 
^ = 0,00000 00000 07081 41232 29 

2 
^ = 0,00000 00000 00786 82359 14 

2 

^=0,00000 00000 00087 42485 35 

1^=0,00000 00000 00009 71387 15 



2 
^=0,00000 00000 00001 07931 91 



|j=: 0,00000 00000 00000 11992 43 

^ = 0,00000 00000 00000 01332 49 

^ = 0,00000 00000 00000 00148 05 

A = 0,00000 00000 00000 00016 45 



1;= 0,00000 00000 00000 00001 83 



^ = 0,00000 00000 00000 00000 20 

On forme ensuite les termes de la première série, en divisant 



142 UVAE II. 

respectivement les nombres ainsi obtenus par 3, 5, 7.... On a 
ainsi : 

2, 

0,07407 40740 74074 07407 41 
0,00493 82716 04938 27160 49 
0,00039 19263 17852 24377 82 
0,00003 38701 75616 86057 34 
0.00000 30791 06874 26005-21 
0,00000 02894 88680 48598 78 
0,00000 00278 76687 75050 25 
0,00000 00027 33008 60299 04 
0,00000 00002 71702 60965 40 
0,00000 00000 27314 01895 99 
0,00000 00000 02770 98743 07 
0,00000 00000 00283 25649 29 
0,00000 00000 O0029 14161 45 
0,00000 00000 00003 01464 98 
0,00000 00000 00000 31335 07 
0,00000 00000 00000 03270 66 
0,00000 00000 00000 00342 64 
0,00000 00000 00500 00036 01 
0,00000 00000 00000 00003 79 
0,00000 00000 00000 00000 40 
.0,00000 00000 00000 00000 04 

2,07944 15416 79835 92825 13=3L2. 

On forme de même les termes de la seconde série; et Ton a : 

0,22222 22222 22222 22222 22 
0,00091 44947 41655 23548 24 
0,00000 67740 35123 37211 47 
0,00000 00597 35759 46536 26 
0,00000 00005 73594 39815 85 
0,00000 00000 05793 88280 97 
(1,00000 00000 00060 52489 16 
0,00000 00000 00000 64759 14 
0,00000 00000 00000 00705 44 * 
0,00000 00000 00000 00007 79 
0,00000 00000 00000 .00000 09 
0,22314 3^513 14209 75576 63 
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Puis on ajoute les deux résultats; ce qui donne : 

L10 = 2,30258 50929 94045 68402. 

On en conclut, p^r division, que le module des logaritlimes 

vulgaires est : 

^ = loge = r— |- — = 0,43429 44819 03251.82765. 

161. Calcul des logarithmes vulgaires. Pour obtenir les 
logarithmes vulgaires, c'est-à-dire les logarithmes dans le sys- 
tème dont la base est 10, il faut multiplier les logarithmes népé- 
riens par le facteur f-rr, dont nous venons de trouver la valeur. 

Là 10 

On pourra aussi calculer immédiatement les logarithmes, en 
remarquant que, si Ton désigne ce module par M, et qu'on 
emploie la notation log. pour indiquer ces logarithmes vulgaires, 
la formule [c] devient : 

log(N+ft)_logN=2M (5j5^^+|^-^.+...j. 
Si Ton suppose /i = 1 , cette formule devient : 

C'est la formule employée par les calculateurs, qui ont construit 
les tables dont on fait usage. On calcule seulement les loga- 
rithmes des nombres premiers ; les autres s'obtiennent par des 
additions. Les premiers calculs sont laborieux : mais, lorsqu'on 
arrive à 101, deux termes de la série suffisent pour obtenir son 
logarithme avec huit décimales; et lorsqu'on dépasse 1000, le 

premier terme suffit. 

». 

S n. Séries qui servent au calcul du nombre n. 

162. Développement de arc tang u. Soit œ une variable, que 
nous apposons comprise entre et une limite constante u, in- 
férieure ou égale à l'unité. 
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Posons : 

/(a?)=:arctanga;; 

cet arc étant celui qui s'annule avec x, et qui varie ensuite 
d'une manière continue avec cette variable. Nous aurons : 

/••S /pS /Wl /y»4l»— 1 

Posons: ç(a;) = a;-- + --y-...-^-^— j, 

et, par suite : 

(p'{a?)=l— «* + a?*— ic»— ... — a;*"-*; 

nous aurons : /" (ic) — 9' (a?) = , ^ , 

Par conséquent, la différence /''(a?)— 9' (a?) est constamment po- 
sitive, et moindre que a;**. On peut donc écrire : 

/'(a^)-?'(a^)>0, 

r(^)-î'(a?)-a^*<0; 

et, par suite, la fonction /(a?)— «p(a?) est croissante, et la fonc- 

. lion f{x) — <p (a?) — r — ^77 ^^t décroissante, lorsque x varie de 

à u. Mais ces deux fonctions sont nulles, pour a? = 0. La pre- 
mière est donc positive, et la seconde négative, pour a?=f*; en 

• sorte que f{u) est compris entre 9(1^) et ? {v) + , ■ . Et l'on 

peut écrire, en désignant par 6 un coefficient positif moindre 
que 1 : * 

c'est-à-dire, 
arctang«=«--+-+-+...-^-^_j+e_-î 
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et comme > pour une grande valeur de n, le terme j— r-r 
est aussi petit que Ton veut, on a : 

[jg] arc tangu=w - j +- -y +-9-— — 

Les deux membres de la formule changeant de signe avec u, 
celle-ci s'applique évidemment aux valeurs de u comprises 
entre — 1 et + l. 

165. Cas où u est plus grand que l'unité. Si Pon donnait 
une tangente u plus grande que Tunilé, la série, qui donne Tare 
correspondant, devenant divergente, ne serait plus d'aucun 
usage; mais on pourrait facilement calculer Tare demandé, en 

cherchant à sa place arc tang -« qui en est évidemment le com- 
plément, et qui sera formé par une série convergente* 

Soit, par exemple, à trouver arc tang 4,49341; on fera usage 
de la formule : 

w , ,111,11, 

-— arc tang w=arc tang- = T^4-r-B"-;r^+— 

Pour calculer les termes successifs de cette série, on formei-a 
d'abord les fractions -, -r, i,...: ce qui sera facile, chacune 
s'obtenant en divisant la précédente par le diviseur fixe 

w* = 20,19073 34281; 



• • 



on aura ainsi : 



î= 0,22253 81315 97161 
i = 0,01 102 22906 16122 
1 = 0,00054 59083 81950 
i = 0,00002 70375 70670 

ilLG. SP. B. 10 
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-,= 0,00000 13391 07902 

~ = 0,00000 00663 22895 

-15 = 0,00000 00032 84819 

-7g = 0,00000 00001 62689 

— = 0,00000 00000 08068 
u 

-L = 0,00000 00000 00399 

1 

-jj = 0,00000 00000 00020 



Ton en conclura : 

2 = 0,22254 81315 97161 rT = 0,00367 40968 72041 

t* du 

— -=0,00010 91816 76390 -i- = o,00000 38625 10096 

^= 0,00000, 01487 89767 ^yj^ = 0,00000 00060 29354 

Y^,= 0,00000 00002 52678 j^^ = 0,00000 00000 10846 

j^= 0,00000 00000 00474 î^=^^>^^^^^ 00000 00021 

-^^1= 0,00000 00000 00001 



2\u 



. =0,22265 74623 16471 . =0,00367 79354 22358 

donc : arc cotang (4,49341) = + 0,22265 64623 16471 

— 0,00367 79654 22358 

OU arc cotang (4,49341) = 0,21897 94968 94113. 
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Puis : arc tang (4,49341) = - — are cotang (4,49341) 

= +1,57079 63267 94897 
— 0,21897 94968 941 là 

OU arc tang (4,49341) = 1,35181 68299 00784. 

164. Calcul du rapport de la circonférence au diamètre. 
Si, dans la formule démontrée (Itti), on suppose w= l, l'arc 

dont la tangente est u, est égal à |, et Ton a : 

1 1 



4""^ 3^5 7^9 •••• 



Cette série est convergente ; mais les termes décroissent trop 
lentement pour qu'on puisse facilement l'employer au calcul 
du nombre ic. 

On peut obtenir d'autres expressions, qui conduisent rapide- 
ment à des valeurs très-approchées de ce nombre. Posons ; 

arc tang a? = p, arc tang y = g; 

on aura : x = tang p, t/ = tang g, 

o \r I ^/ j — tangplangg I — xy' 

Ùj I 'il 

donc : arc tang a? + arc tang y = arc tang . _ ^ . 

On trouverait de même : 

arc tang x — arc tang y = arc tang , ^ . 

1 -\- xy 

En faisant, dans la formule qui donne tang (p-}~g), g=:p, 
q = 2p,q = 3p, on trouvera successivement : 

2 arc tang x = arc tang 



1— a:»' 



3 arc tang x = arc tang ^ ^ , 

4a? — 4a?* 

4 arc tang x = arc tang ^^g^,^^ ; 

et ainsi de suite. 
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En attribuant h x eih y diverses valeurs, les formules pré- 
cédentes donnent: 

- = arc tang l = arc tang J -f-^arc tang ^ , 



= arc tang ^ + arc tang | + arc tang J, 
= 2 arc tang i — arc tang ^ , 
= 2 arc tang ^ + arc tang ^, 
= 3 arc tang | — arc tang -^ , 
= 4 arc tang | — arc tang ^. 

La dernière de ces expressions est celle qui se prête le mieux 

ail calcul de 7. 

Voici le tableau des calculs à faire. En appliquant la formule 
te)» on a: 

w = 4 arc tang - — arc tang 5— 

^^ \5~3T»+rr«""-*7~\239~3:239'» + -*T 

Les différents termes de la série, arc tang —, réduits en frac- 
tions décimales, donnent : 

-L=: 0,00418 41004 18410 04184 10 
2S0V/ 

^ = — 0,00000 00244 16591 78708 38 



3.239* 

1 

5.239^ 

1 

7.239' 



= 0,00000 00000 00256 47231 44 



= — 0,00000 00000 00000 00390 71 



239 



arc tangjT— = 0,00418 40760 02074 73386 45. 
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Pour évaluer arc lang -» calculons d'abord les termes positifs 

o 

de la série : 

4= 0,20000 00000 00000 00000 00 

-^=0,00006 40000 00000 00000 00 

JL= 0,00000 00568 88888 88880 89 . 
9.5' 

^ ïl= 0,00000 00000 63015 38461 "^4 



13.5 

jyi-j7= 0,00000 00000 00077 10117 65 

jp^ = 0,00000 00000 00000 09986 44 

— L- = 0,00000 00000 00000 00013 42 

^^,= 0,00000 00000 00000 00000 02 
La somme = 0,20006 40569 51981 47467 96. 



Si nous calculons ensuite les termes négatifs, nous aurons : 

^=0,00266 66666 66666 66666 67 

-L = 0,00000 18285 71428 57142 86 

---L-= 0,00000 00018 61818 18181 82 

^ = 0,00000 00000 02184 53333 53 



15.5" 

— 1— = 0,00000 00000 00002 75941 05 

--L^3= 0,00000 00000 00000 00464 72 

^^^=0,00000 00000 00000 00000 50 



La somme =0,00266 84971 02100 71630 95. 
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Eq retranchant cette somme de la somme des tçrmes positifs» on 
obtient, pour valeur de Tare dont la tangente est g : 

arc tang^ax 0,19739 55598 49880 75837 01 

D'où: 4 arc tang^» 0,78958 22393 99523 03348 04. 

5 

: 
El comme arc tang •— = 0,00418 40760 02074 72386 45 

on a: 7 = 0,78539 81633 97448 30961 59 

4 

Donc: w = 3,14159 26535 89793 23846. 



RÉSUMÉ. 

1S6, Développement en série de — L(l— m), u étant compris entre et 1.- 
487. Développement de L(1-}-m). — 1S8, Série qui représente 
L(N"J-/i) — LN, — IS9. Limite de l'erreur commise, en s'arrêta nt à 
un terme donné. — 160. Calcul du logarithme népérien de 10. — 
161. Calcul des logarithmes vulgaires. — 162. Développement do 
aro tang u, u étant moindre que 1. — 465. Développement de arc cotii, 
lorsque u est plus grand que 1 ; application numérique. — 164. Calcul 
de 9c à vingt décimales. 

EXERCICES. 

I. Démontrer la formule : 

On applique la formule [1] dun" 158. 
n. Démontrer la formule ; 

L(<ç-i-5)=L(a?+3)-!-I.(a:— 3) + t(aj + 4) + L(af — 4) — L(« — 5)— 2L« 
On applique la même formule. 
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III. Si a et b désignent deux nombres positifis donnés, et que l'on forme une 
série de nombres, d*après les formules suivantes, 



si Ton pose, en outre, a=&cos9, <*^"^ ^^ ^"^ seront exprimés'^par les for- 
mules : 



^"^=— ^^ — 77\' ^ = 7TY' 

2-tang^^j 2-sin(^|;j 

et la limite commune, vers laquelle convergent a("> et &w, est ^ • Si 

9 
2 
a = 0, 5 = 1, cetîe limite est -. 

On s*appuie sur la formule suivante, facile à démontrer : 

sin9=2"sin f^j cos|co8|cos|....cos (^). 



LIVRE III. 

THÉORIE GÉNÉRALE DES ÉQUATIONS. 



CHAPITRE PREMIER. 

PRI.\C1PE8 GENERAUX SUk LES EQUAIIONS NUMERIQUES 

DE DEGRE QUELCONQUE. 

§ L Variations d'une fonction entière ^(o;). 

16^. Forme générale d'une fonction entière. La forme la 
plus générale, que puisse présenter une fonction entière de x^ 
t{x)f est la suivante : 

A, Al.... A» désignant des coefficients constants, et m le degré de 
la fonction. 

Lorsque x varie, ce polynôme peut changer de signCi en sui* 
vant des lois d'accroissement ou de décroissement, très-variables 
avec la valeur et les signes des coefficients. Il existe cependant 
quelques principes généraux qui, pour être presque complète- 
ment évidents, n*en sont pas moins très-utiles à signaler d'une 
manière toute spéciale. 

166. Théorème I. Toute fonction^ entière et rationnelle, d'une 
variable x , est une fonction continue. C'est-à-dire que; si Von fait 
croître la variable d'une manière continue^ la fonction variera aussi 
d'une manière continua, et ne pourra pas passer d'une valeur à une 
autre sans passer par toutes les valeurs intermédiaires. 

Pour prouver qu'une fonction f{x) est continue, il suffit de 
faire voir qu'en donnant à a? un accroissement h suffisamment 
petit, l'accroissement /(a? +/^)— /"(a?) de la fonction pouria être 
aussi petit qu'on le voudra. 
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Or on sait que le rapport 

f(x+h)-f{x) 
h » 

a pour limite, quand h tend vers zéro, la dérivée de f{x), 
qui est : 

/'(») = mAar-» + (to — 1) A,a!^* + (m — 2) A,a!^» + .. .. -f- A.^1 ; 

onadonc tk±I^=m=rix)-\-^ 

e étant une quantité qui tend vers zéro avec A. On en tire : 

Or r(^)> n'ayant pas de dénominateurs qui puissent s'annuler, 
n'est infini pour aucune valeur de x; le produit h[f* (x) + fl tend 
donc nécessairement vers zéro avec h; et, par suite, il en est 
de même de f{x+h)^f{x)'f ce qui démontre la proposition 

énoncée. 

167. Remarque. La démonstration s'applique évidemment à 
toute fonction dont la dérivée est finie ; et Ton peut énoncer ce 
théorème plus général : 

Une fonction reste continue tant que sa dérivée ne def)ient pas 
infinie. 

168. THioRiME II. Dans vm fonction entière 

on peut toujours donner à x une valeur assez grande pour que k 
premier terme devienne au^ssi grand que Von voudra^ par rapport 
à la somme de tous les autres, et donne, par conséquent ^ son signe au 
polynôme. 

Pour prouver que le premier terme peut devenir aussi grand 
que l'on voudra, par rapporta la somme de tous les autres, il 
suffit, évidemment, de prouver qu'il peut devenir aussi grand 
que l'on voudra, par rapport à chacun d'eux considéré isolé- 
ment. 
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Or, en comparant le premier terme, Ao^, au terme générali 
Anic*-*, on a : 

Aoj** A . 

et ce rapport, à cause du facteur x% peut grandir sans limite. 
On peut donc prendre x assez grand pour que le premier terme 
soit mille, cent mille fois , un million, cent millions.... de fois 
plus grand que l'un quelconque des autres, et, par suite, aussi 
grand que Ton voudra, par rapport à la somme. 

169. Remarque. Il résulte du théorème précédent, qu'une 
fonction, de degré pair, a le môme signe que le coefficient de 
son premier terme, pour de très-grandes valeurs, positives ou 
négatives, de la variable. Une fonction, de degré impair a aussi 
le même signe que le coefficient de son premier terme, quand 
la variable reçoit une valeur positive Irès-grande; mais elle 
prend un signe opposé à celui de ce coefficient, lorsque x est né- 
gatif et de très-grande valeur absolue. 

Exemples. V of^ lOOOa?* — 1950000?*.+ 1 

est positif, si la valeur absolue de x est suffisamment grande, 
quel que soit, du reste, son signe. 

2» a?' + 10000000a?«— a?« + l 

est positif pour de grandes valeurs positives de â?, et négatif, 
lorsque x^ étant négatif, a une valeur absolue suffisamment 
grande. 

% n. "piéorèmes sur les racines d'une équation. 

170. Théorème I. Lorsque deux nombres^ a et b, substitués dans 
une fohclion entière f (x), donnent des résultats de signes contraires ^ 
V équation f(x)=0 a, au moins j um racine réeUe comprise entre a 
et h. 

Si l'on suppose, en effet, que a? varie d'une manière continue 
depuis la valeur x=:a jusqu'à la valeur x = b, f{x) (166) variera 
lui-même d'une manière continue : or, passant de \^ valeur f{a) 
à la valeur f{h), qui a un signe contraire, il devra nécessaire- 
ment changer de signe ; et, & cause de la continuité, il prendra 
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la valeur zéro, intermédiaire entre les valeurs négatives et les 
valeurs positives. 

171, Remarque. Le même raisonnement s'applique à toute 
équation, dont le premier membre est fonction continue de la 
variable x. 

172. Théorème II. Une équation algébrique^ de degré impair, à 
coeffi4nents r^els, a au moins une racine réelle^ de signe contraire à 
son dernier terme. 

Soit f{x) = rc*'»+» + Aia?*»» + A ja?^*»-* + .... + kin+i = 0, 

une équation de degré impair. 

Si Ton substitue à x une valeur négative très-grande, le ré- 
sultat de celte substitution sera négatif (169). Si l'on substitue, 
au contraire, une valeur positive très-grande, le résultat sera 
positif; si, enfin, on substitue à a; la valeur 0, la fonction f{x) 
se réduira à son dernier terme Aan+i- 

Nous pouvons indiquer ces résultats par le tableau suivant : 

Valeurs de x : Signes de fÇx) : 

Signe de Aa^+i 

-1-00 ' + 

Si donc Aan+i est négatif, f(x) change de signe, lorsque x passe 
de la valeur à + oo, et a, par suite, une racine positive. Si 
Atn+i est positif, a?=Oeta?= — 00 donnent à f{x) des valeurs 
de signes contraires: et il y a, par conséquent, une racine 
négative. 

Exemples. L'équation 

a?' — 8a?*-f3a?*— 3=0, 
a, au moins, une racine positive ; et l'équation 

a;*+8a^ + 3 = 0, 
a, au moins, ur\" racine négative. 

175. Théorème III. Une équation algébrique, de degré pair, à 
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coefficients réels, dont le dernier terme est négatif , a au moins deux 
racines réelles* 

Soit 

/•(a?)===a^ + A,a;»'»'-*+A^'--«+....+A^,,a:+A,«==0, 

une équation, de degré pair, dont le dernier terme est négatif. 
D'après ce qui précède, on peut former le tableau suivant : ^ 

Valeurs de x : Signes de f{x) : 

00 -[- 



+ 00 + 

Lors donc que x varie de — oo à 0, f(x) change de signe : et il 
CD est de même, lorsque x varie de à + «>. Il y a donc néces- 
sairement une racine comprise entre — oo et , et une autre 
entre et +00 ; c'est-à-dire deux racines. Tune positive et Tau- 
Ire négative. 

S m. Nombre des racines d'une équation. 

174. PosTULATUM. Nous admettrons, sans démonstration, la 
proposition suivante, qui est fondamentale, et qui, hàtons-nous 
de le dire, peut se démontrer en toute rigueur. 

Toute équation algébrique , à une inconnue, ne renfermant que 
des puissances entières et positives de cette inconnus, et dont les coef- 
ficients sont des nombres donnés^ réels ou imaginaires de la forme 

m+n v' — 1, admst , au moins, une racine réelle, ou une racine 

imaginaire de la forme a + b ^ — 1, a et b désignant deux nom-- 
hres réels. 

Cette proposition étant admise, nous en déduirons facilement 

la suivante. 

17S; Théorème fondamental. Une équation, de degré m, de la 
forme 

[i] Aa;" + Aia;«-* + A£a?«-2+.... + A«=0, 
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dans laquelle A| An Ai,...A«» repré$entent dee nombres donnés, réels 
ou imaginaires^ admet toujours précisément m racines réelles ou 
imaginaires. 

Eq représentant par X le premier membre de réquation [1], 
X=0 admel, en effet, par hypothèse, au moins une racine. Si 
nous désignons cette racine par la lettre a, qu'elle soit réelle ou 
imaginaire, X sera divisible* par (a? — a). Désignons le quotient 
par Q; il sera, dans tous les cas, du degré (m — 1), et son pre- 
mier terme sera Aa;*"-*. Nous aurons identiquement : 

[2] X={a;-a)Q; 

et les coefficients de Q seront ou réels, ou imaginaires de la 
forme donnée. Puisque, par hypothèse, toute équation a une 
racine, Q = en admet une ; si nous la désignons par b, on aura : 

et, par suite, 

[3] X=(a?— a)(a?— 6)0,. 

D'après le même postulalum, Téquation Qi = 0, qui est du 
degré (m— 2), et dont le premier terme est évidemment Aa?**-*, 
doit admettre un% racine. Si nous la désignons par o, on aura : 

Q,= (a?-c)Q„ 
et, par suite, 

[4] X=(a? — a)(a?— 6)(a?— c)Q„ 

le premier terme de Qt étant évidemment Air*-*. 

En continuant de la même manière, et en opérant sur Q,, 
comme on l'a fait sur Q et Qi, chaque opération mettra en évi- 
dence un nouveau facteur du premier degré ; et le degré des 
quotients successifs allant sans cesse en diminuant, on finira par 
en obtenir un qui sera numérique et évidemment égal à A. On 
aura donc : 

[5] X=(a? — a)(a? — 6)(a?— c)....(a? — ft)(a?— QA. 






* La démonstration de ce théorème, donnée (I, 95 et 76), s'applique, sans 
modification , au cas où a est imaginaire. 
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A rinspection de cette égalité , on reconnaît que l'équation 
X = est satisfaite pour les valeurs a? =a, a? =6, a? = (?,.. a? =x/, 
et qu'elle ne peut l'être autrement; car toute autre valeur atlri- 
bnée à Xy n'annulant aucun des facteurs du second membre, 
ne peut annuler le produit, comme on va le voir. 

176. Remarque. Un produit de plusieurs facteurs n'est nul^ que 
quand Fun des facteurs est égal à zéro. Gela n'est évident que 
quand les facteurs sont réels; mais il est facile d'étendre la pro- 
position au cas même où ils sont imaginaires. 

Soit le produit 

(a + 6v^=rï)(a' + 6V^); 
on a: 

[1] (a + & ^=T) (a' + 6' v^:^) = aa' — 66' + (a6' + 6a') v/^. 

Pour que ce produit soit nul, il faut donc qu'on ait à la fois : 

( aa'-66' = 0, 
'■''J { a6' + 6o'=0; 

ou, en faisant la soinme des carrés de ces deux égalités : 

[3] {aa'— bb'y+{ab' + ba')* = 0. 

Or, le premier membre de [3] est identiquement égal à 
(a«-|-6«) (a'* + *>'*)» et ne peut, par suite, s'annuler, que si l'on a 
a = 0, 6 = 0, ou bien a' = 0, 6' = 0. Donc il faut que l'on ait : 

(a+6^Zl") = o, ou (p'-|-6'v^;irî)=:0. 

Et la condition est, d'ailleurs, évidemment suffisante. 

177. Autre remarque. La formule [5] (178) montre que le 
premier membre d'une équation est toujours décomposable en 
acteurs du premier degré. Elle permet aussi de former le pre- 
mier membre d'une équation du degré m, lorsque l'on connaît 
ses m racines. Ce premier membre ne contient rien d'arbitraire 
que le coefficient A, par lequel on peut évidemment multiplier 
les deux membres d'une équation , sans altérer les condilionj 
qu'elle impose à l'inconnue. Il résulte de là, que deux équations. 
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qui ont les mêmes racines^ ne peuvent différer que par un facteur 
constant, 

178. Polynômes identiques. Une équation, du degré m, ne 
pouvant avoir plus de m racines , il en résulte que deux poly- 
nomeSy du degré m, en x, ne peuvent être égaux pour plus de m va- 
leurs de cette variable^sans être complètement identique. Si , en ef- 
fet, on égale leur différence à zéro, on obtiendra une équation, 
du degré m, qui, si elle n'est pas identique, ne peut être satis- 
faite pour plus de m valeurs de la variable. 

179. Racines égales. Dans la démonstration que nous avons 
donnée (i75), rien ne suppose que les racines désignées par 
a, b, c,...k, ly soient différentes. Le nombre des racines distinctes 
d'une équation , du degré m, n'est donc pas toujours effective- 
ment égal à m. On énonce cependant tous les théorèmes, comme 
s'il en était ainsi ; et> pour en acquérir le droit , on dit qu'une 
racine a est double, triple ou quadruple, lorsque le facteur (a?— a), 
qui lui correspond, figure deux, trois, quatre fois, dans le pro- 
duit qui est égal au premier membre. 

S IV. Racines imaginaires conjugaées. 

180. Théorème. Si une équation à coefficients réels ^ admet une 
racine im^aginaire a + b ^ — 1 , elle admet nécessairement, et un 
même nombre de fois, la racine conjuguée a — b ^ — 1 . 

Si l'équation X = 0, 

est satisfaite par l'hypothèse 



a? = a-f^V^ — 1, 

je dis que le premier membre X est divisible par (x — a)* -|-ft'. 
Effectuons, en effet, la division; le reste, devant être de degré 
moindre que le diviseur, sera de la forme ma?-|-n; et l'on aura : 

Ll] X = [{x-ay + b']Q + mxi-n, 

m et n étant des nombres réels, puisqu'il n'a pu s'introduire 
dans le calcul aucune expression imaginaire. 
Si, dans les deux membres de l'identité [1] , qui existe, quel 
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que soit a?, nous faisons a? = a + & ^ — 1» le premier membre 
s'annule^ pas hypothèse. Il en est , évidemment, de même de 
(a? — a)* 4- ^* ; et, par suite, on doit avoir : 

=in(a 4- *> ^ — l) + Wf 
cequiexige: ma + n = 0, mh = 0\ 

m 

et, par suite, puisque b n'est pas nul, 

m = 0, n = 0. 
On en conclut : X = [(a; — a)* + b^]Q. 

Or (a?— a)* +6* s'annulant pour a?=a— 6v/— 1, cette égalité 
prouve, qu'il en est de môme de X. 

Si X est divisible par (a?— a — fty^— iX c'est-à-dire si la ra- 
cine a-f 6v^^^ est double, il faut que Q soit divisible par 

(a; - a — 6 v^^^) ; on prouvera alors, comme on l'a fait pour X, 
qu'il admet aussi le facteur (x — a)* -}-6*, et l'on aura : 

X=[(a?-a)*+6^?Qi= [a?-(a+ bs/^)Y[x--(ar^b)f=:ï)yQ, ; 

en sorte que la racine a-^b \/ — l se trouvera aussi deux fois 
dans X. 

Si X admet trois fois la racine a-f- 6 ^ — 1, il doit être divisible 

par (a? — a — b^ — l)*; et, par suite, Q^ doit admettre le facteur 

(x-^a — b^-— l). On prouvera alors, comme on l'a fait pour X 
et pour Q, qu'il est divisible par (a?— a)*+^N et que l'on a : 

X==[(a?-a)»+6^'0,=[aî-(a + 6v/=^)f[a?-(a^6v/=rr)^^ 

en sorte que la racine a — b^ — 1 est triple, comme sa conju- 
guée. 

Le même raisonnement peut évidemment se continuer indé- 
finiment; et, par conséquent, la racine a — b ^^^ a le même 
degré de multiplicité que sa conjuguée. 

Alg. sp. B, 11 
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S Y. RelatioiiB eptre les coefficients d'ane équation et les raoines. 
181. Tbéorème. Soit 

une équation, du degré m, dont nous supposons, pour plus de 
simplicité, que le premier terme ait pour coefficient l'unité. 
Nous avons vu, qu'en désignant par a, 6, c....ft, {, ses racines, on 
a identiquement : 

[1] af+Aiar-*+.... + A«-ia?+Ai* 

Mais on sait qu'en effectuant le produit indiqué dans le second 
membre, on aura (57) pour premier terme, a?*; pour second 
terme, af^ multiplié parla somme des seconds termes — a, 
— 6....— J; pour troisième terme, a?"^* multiplié par la somme 
des produits, deux à deux, de — a, — 6, — c....~ /, ou, ce qui 
l^evient au mèipe, par la somme des produits, deux à deux, de a, 
b, C...J, et ainsi de suite, en sorte que, si Ton représente par 
2a, labf labc la somme des racines, les sommes de leurs pro- 
duits deux à deux, trois à trois, etc., on a f 
[2] (a?— a) (a? — b)....(x—k)(x — 1) 

=ar—af^2a+x'^^Iab'-af^^Iabc+....d-abc,.,M; 

le dernier terme étant précédé du signe + ou du signe — sui- 
vant que m est pair ou impair. En identifiant ce produit avec le 
premier membre de Téquation [1], on conclut le théorème sui- 
vant ; 

Danst(njUeiqwiUm(Ugibri(piefd(>^ 
flcient Fv/nitif 

a?* + Aia?"^* -|- . . . . 4- A«.-ia? + A«, = 0, 

le coefficient du second terme Ai est égal à la somme des racines^prise 
en signe contraire. 

Le coefficient du troisième terme k% est égal à la somme des prO" 
duits, deux à deux^ des racines. 
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Le coefficient du quatrième terme k% est la somme de leurs produits 
trois à trois, pris en signe contraire; et ainsi de suite. 

Enfin, le dernier terme A» est égal au produit de toufes fes racines, 
pris avec son signe^ou avec un signe contraire, suivar^t que le d^ré 
de V équation est pair ou impair. 

182. Remarque I. Ce théorème s'exprime par les équations 
suivantes : 

« 

Ai = — (a+^ + ^ + •••+ ^ + 0> 
[3] \ A8= — {abc-^robd^ ...'\'acd'\-,..'\-ah\-\-..,\ 
Am =- db a6(/ . . . ^2. 

Eh oonsidéFant les racines eomme des inconnues, nous avons 
là m équations distinctes, auxquelles elles doivent satisfaire. 
Lorsque Ton connaîtra quelques-unes des racines, ces équations 
pourront faciliter la recherche des autres; mais elles ne peuvent 
pas servir, en général^ à la résolution complète de l'équation 
proposée. Si, en effet, on cherchait, par le moyen de ces équa- 
tions, à déterminer une racine, a par exemple, il faudrait, pour 
cela, éliminer toutes les autres; or, quel que soit le moyen 
que Ton emploie, je dis que Téquation obtenue devra avoir 
pour solution, non-seulement a, mais encore les autres ra- 
cines &, c... h, l. Si Ton remarque, en effet, que les racines 
entrent absolument de la même manière dans les équations [3], 
que rien ne les y dislingue les unes des autres, on conclura que, 
si Ton parvient, par certains calculs, à élin^iner toutes les ra- 
cines, à Fe^^qeption de a, des calculs tout semblables auraient 
pu éliminer toutes les racines autres que b, par exemple, sans 
qu'il y eût, dans le résultat, d'autre différence que le changement 
de a en 6 : c'est donc la même équation à laquelle a et 6 doivent 
satisfaire; et, comme on en peut dire autant des autres racines, 
il est évident que l'équation en a doit avoir pour racines 
a, by c.kyl, et qu'elle ne doit, par conséquent (177), pas 
différer de Téquation proposée elle-même. Celte conclusion 
peut d'ailleurs se vérifier d'une manière bien simple. 



164 Livre m. 

Reprenons, en effet, les équations [3] : 

Aj= (a&+ ac-j- ...), 
[3] ^ As = — (abc + abd + ...)> * 

Am = ^ abc ..• /ik{. 

Multiplions la première par a**-*, la seconde par a"^*, la troi- 
sième par a"^'..., ravant-dernière par a, la dernière par 1, et 
ajoutons-les; on reconnaîtra facilement, que Ton obtient ainsi 
l'équation : 

Aia"^* -f Aia"^*-}- ... + A«,-ia + A«,= —a*, 

qui n'est autre chose que l'équation proposée, dans laquelle x 
est remplacé par a. 

185. Remarque IL II ne faut pas affirmer, en vertu de ce qui 
précède, que les équations [3] ne peuvent jamais conduire à la 
résolution d'une équation algébrique. Il est prouvé seulement, 
qu'en cherchant à atteindre ce but par l'élimination de (m — l) 
des racines cherchées, on serait ramené à l'équation proposée 
elle-même ; mais on peut concevoir d'autres manières de pro- 
céder. Cherchons, par exemple, à déterminer les deux racines 
a et b de Téquatibn du second degré, . 

a?* -{- AïOî -|- Al = 0, 

en faisant usage des relations : 

a 4" ^ = — Al, û6 = Af. 

Formons le carré de la première équation, et retranchons-en, 
membre à membre, la seconde équation, après avoir multiplié 
tous les termes pai 4 ; il viendra : 

(a + by — kab = Al» — 4A„ 
ou (a— 6)^== Al*— 4 As; 



d'où a — i^ = db y/Ai*^ — 4 A^. 

Connaissant (a-}- 6) et (a — 6), on en conclut facilement a et 6. 
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S VI. Théorème sur les racines d'une équation. 

184. Nous terminerons ce chapitre, en précisant davantage 
les conséquences que l'on peut tirer (170) de la substitution 
de deux nombres différents dans le premier membre d'une 
équation. 

Théorèbie. Si deux nombres^ a et p, substituas à x dans le pre^- 
mier membre d^une équation algébrique X = 0, donnent des ré^ 
sultats de signes contrairesy ils comprennent u/n nombre impair de 
racines. 

Il faut entendre que les racines multiples sont comptées un 
nombre de fois égal à leur degré de multiplicité. 

Soient a, 6, ... p, les racines comprises entre « et p, Q le quo- 
tient de la division de X par (a? — a)(a? — 6).,.(a? — p); en sorte 
que l'on a identiquement : 

X=(a?— a) (a?— 6)... (a?— p) Q, 

û désignant le produit des facteurs qui correspondent aux ra^ 
cincs imaginaires et aux racines réelles non comprises entre 
a et p. Si Ton fait successivement, dans cette égalité, a; = a, 
a;=p, on aura : 

X.= (a— a)(a— 6)... (a— p)0^ 

Xp=(p-a)(p-6)...(p-|))Qp, 

X«, 0«, Xp, Qp désignant ce que deviennent les polynômes X, 0, 
lorsque l'on y substitue à a? la valeur a ou la valeur p. Par 
hypothèse, X. et Xp sont de signes contraires : il doit donc en 
être de même des seconds membres. Or Q, et Qp sont de même 
signe : car, sans cela, Téquation 0=0 aurait une racine, au 
moins (170), comprise entre a et p. Il faut donc que les pro- 
duits 

. f (a-.a)(a— 6)...(a— p), 
{ (p-a)(p-6)...(p-p), 

soient de signes contraires ; et, comme tous les facteurs du pre- 
mier sont négatifs, et tous ceux du second positifs, il faut évi- 
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demment qne le nombre de ces facteurs, et, par suite, le nom- 
bre des racines a^ b^.,.p^ soit impair. 

On verrait absolument de la même manière que, si deux nom- 
bres donnent des résultats de mime signe, ils comprennent un nombre 
pair dé racines (ce nombre peut êtfe zéro). 

RÉSUMÉ. 

465. Forme générale d'une fonction entière de x. — i 66. Toute fonction, 
entière et rationnelle, d'une variable œ, varie d'une manièi-e continue. 
— i67. Il en est de même de toute fonction, dont la dérivée ne devient 
pas infinie. — 168. On peut toujours donner à œ une valeur assez 
grande pour que la fonction prenne le signe de son premier terme. — 
169. Signe d'une fonction, de degré pair, ou d'une fonction, de degré 
impair, lorsque la variable reçoit de grandes valeurs positivés ou néga-, 
tives. — 170. Si deux nombres, a et 6, substitués à a?, donnent à f{x) 
des valeurs de signes contraires, l'équation f(œ)=:0 admet, au moins, 
une racine comprise entre a et 6. — 171. Même théorème, pour toute 
équation dont le premier membre est une fonction continue de x- — 
172. Une équation, de degré impair, a toujours une racine réelle, de 
signe contraire à son dernier terme. — 173. Une équation , de degré 
pair, dont le dernier terme est négatif, a au moins deux racines, l'une 
positive, l'autre négative. — 174. On admet que toute équation a une 
racine réelle ou imaginaire. — 17^. Toute équation, de degré m, a pré- 
cisément m racines ; et son premier membre est le produit de m facteurs 
du premier degré. — 176. Un produit de facteurs imaginaires nepent 
être nul , que si l'un des facteurs est égal à zéro. — 177. Deux équa- 
tions, qui ont les mêmes racines, ne diffèrent que par un facteur con- 
stant. — 178. Deux polynômes, de degré m, égaux pour {m -h 1) va- 
leurs de la variable, sont identiques. — 179. Définition des racines 

égales. — 180. I5i {a-^-b^—i) est m fois racine d'une équation, à 

coefficients réels, il en sera de même de (a — 6 y/ — l). — 181 . Expres- 
sion des coeffidents d'une éqjuation, en fonction des racines. — 
182. Les relations ne peuvent ^as conduire, par élimination, à la réso- 
lution de l'équation. — 183. Il ne faut pas affirmer que, par une autre 
voie, il soit impossible qu'elles fournissent l'expression des racines. — 
184. Si deux nombres, a et p, substitués dan8/'(a;], donnent des résul- 
tats de signes contraires, ils comprennent un nombre impair de racines; 
s'ils donnent des résiiltats de même signe, ils en comprennent un nombre 
pair, ou n'en comprennent aucune. 
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EXERCICES. 

I. Trouver le maximum du produit «(p— a^), lorsque t varie de à p. 
En conclure les conditions, pour que Téquation 

admette deux racines positives. 
On trouve la condition 4p' > 27 q'. 

II. Chercher les conditions, pour que Téquation 

»•— p«" + q=0 

admette deux racines positives. 
On trouve la condition 

n* (m — n)^^p'' > m* q"^» 
m. L^équation 

A . B . G . . L 



+ 7--T + :;:— -+•••• + r—, = P> 



X — a X — h x — c ' «— { 
admet m racines réelles, si a, &, ....i représentent m nombres distincts. 
On applique le théorème (19 O). 
IV. Si réquation 

«* — A»«-< + B«"^ — ûr*-» + D»"^— ....=0. 
a toutes les racines réelles, on a, nécessairement : 

A»— 2B>0, 

B«— 6AC + 2D>0, 

G» — 2BD + 2AE-2P>0 



On le démontrera, en posant y =0;^ ; et en remarquant, qu'après avoir rendu 
réquation en y rationnelle, les coefficients de celle-ci doivent être alternative- 
ment positifs et négatifs. 

y. Si ai, oa, ....a», sont n racines de l'équation 

05- + A,»»'» + A^*-» +.... + A,=0, 
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les (m-^n) autres racines satisfont à Téquatioii 

»« + (Al + Za,)«-^« + (Aa + A.Sai + 2a,a,)«- 

+ (A3 + Âs£ai + AiSaïai + SaiOaOj) «""»"* -f- . . . . = ; 

£ai, Ittitts, ZaïOssca désignant la somme des racines, les sommes de leurs pro- 
duits deux à deux, trois à trois, etc., en comprenant, dans ces sommes, les 
produits où la même racine figure plusieurs fois. 

On applique le théorème (181). 



CHAPITRE II. 

THÉORÈME DE BESGAKTES. — THÉORÈME DE KOLLE. 

§ I. Théorème de Descartes. 

188. DÉFINITION. Le but de ce paragraphe est la démonstra- 
tion d'un théorème célèbre, qui permet d'assigner, à la seule 
inspection d'une équation algébrique, une limite supérieure du 
nombre des racines positives qu'elle peut avoir. 

La démonstration de ce théorème repose sur un lemme, que 
nous établirons d'abord. 

Lorsque deux termes consécutifs d'un polynôme sont de si- 
gnes contraires, on dit qu'ils présentent une variation de signe : 
lorsqu'ils ont le même signe, on dit qu'ils présentent une perma- 
nence, 

186. Lemme. Si Von multiplie par (x — «) un polynôme ra- 
tionnel et entier, ordonné suivant les puissances décroissantes de x, 
les coefficients du produit, considérés à partir du premier, présentent 
au moins une variation de signe de plus que ceux du multiplicande. 
On suppose, bien entendu, dans l'énoncé précédent que a dé- 
signe un nombre positif. 

Soit / {x) le multiplicande considéré. Supposons, pour fixer 
les idées, que son premier terme ait un coefficient positif; dé- 
composons ce polynôme en groupes de termes, dans chacun 
desquels tous les coefficients aient le même signe. Le premier 
groupe se composera du premier terme et de tous les termes 
positifs qui le suivent sans interruption ; le second groupe com- 
mencera au premier terme négaUf, et comprendra tous les 
termes négatifs compris entre celui-là et le premier des termes 
positifs qui viennent après; ce terme sera le premier du troi- 
sième groupe, et ainsi de suite : il est bien entendu que chaque 
groupe peut ne contenir qu'un seul terme. Écrivons le premier 
terme de chaque groupe : 

— Rajfc ...± Ua?«±: ...± V, 
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les termes, que l'on n'écrit pas, étant tous de même signe que 
]e premier terme écrit à leur gauche, et qui commence le 
groupe auquel ils appartiennent. Il est bon de remarquer, que 
tous les termes écrits servent de commencement à un groupe, 
à l'exception du termed: Y, qui termine, au contraire, le groupe 
auquel il appartient. 

Multiplions, actuellement, le polynôme ainsi écrit par le mul- 
tiplicateur (a?— a); et attachons-nous seulement à former j dans 
le produit, les termes en a?"*+*, x"^*, a;«*Sa;'"*"',...a?*+S et, eu 
outre, le dernier terme ± Va. 

On verra tout de suite : 

Que le coefficient du terme en af^* est positif; 

Que le coefficient du terme en t»"^* est négatif; 
Que le coefficient du terme en a;«** est positif; 

Que le coefficient du terme a?*+* a le signe db, c'est-à-dire le 
même signe que celui du terme en a;* dans le multipli- 
cande. 

'h 

Le terme en af^*, dans le produit, provient, en effet, du produit 
de Ao?"* par a?. 

Le terme en a;**** provient du produit — Paf*^ de— Pa;' para?, 
et du produit, par — a, du terme qui précède immédiatement 
— Paf; or, ce terme ayant, d'après nos conventions, un coeffi- 
cient positif, son produit par — a aura un coefficient négatif, qui, 
ajouté à — P, coefficient de — Pa?*^*, donnera nécessairement 
une somme négative. Le terme en aj«+* provient du produit 
+ Qa?'-*"* de -{- Qcc^ par a?, et du produit, par — a, du terme qui 
précède immédiatement Qx^ ; or, ce terme ayant, d'après nos 
conventions, un coefficient négatif, son produit par — a aura un 
coefficient positif, qui, réuni à -|- Q, coefficient de-|-Qa?«+', don- 
nera nécessairemant une somme positive. 

La démonstration est la même pour les termes suivants. 

Ajoutons que le dernier terme du produit, provenant, sans 
réduction, du produit de dz V par — a, aura nécessairement le 
signe qp, en sorte que le produit peut s'écrire : 

[2] kx^^' ..— P'a^'+^-^-f Q'»«+*...-R'ar*-*.,.d:U'a?'^*...=pV«; 
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P\ û'i R', US . . . désignant des nombres positifs, et les termes 
non écrits ayant un signe incertain. 

Or, à l'inspection de ce produit [2], on voit qu'il a au moins 
une variation de plus que le multiplicande [1]. En effet : de 
Aa;*+* à — P'a?*^*, nous avons au moins une variation ; et il n'y 
en a qu'une dans la partie correspondante du multiplicande. 
De — P'a?'^* à + Q'a?'+*, nous avons au moins une variation ; et 
il n'y en a qu'une dans la partie correspondante du multipli- 
cande. Nous continuerons le môme raisonnement jusqu'au terme 
zhU'a?"'*'*; et nous verrons qu'il y a, jusqu'à ce terme, autant de 
variations de signe, au moins, dans le produit, qu'il y en a en 
tout dans le nmltiplicande. Mais, après le terme dz UV+S le 
produit présente encore, au moins, une Variation, puisque ce 
terme n'a pas le même signe que le dernier terme rp Va; et, 
par conséquent, il y a dans le produit, au moins, une variation 
de plus que dans le multiplicande. C'est précisément ce qu'il 
fallait démontrer. 

187. Remarque. Si le premier groupe du produit [2], de 
Aa?*+* à ^ Fof+S offre plus d'une variation, 11 en présente un 
nombre impair, puisque ses termes extrêmes n'ont pas le même 
signe. Donc le nombre des vî^riations introduites ^ par la multi- 
plication, dans cette partie du produit, est pair, tl en est de même 
du nombre des variations introduites dans chaque groupe, jus- 
qu'au dernier exclusivement. Mais ce dernier groupe, qUî ne 
présentait aucune variation dans le multiplicande, en présente 
dans le produit un nombre impair. Donc, le nombre total des 
variations introduites est impair. 

188. Limite supérieure du nombre des racines positives 
d'une lÈQUATioN. Supposous actuellement que l'on considère 
une équation algébrique 

<p(») = 0; 

et soit f{(c) le produit des facteurs simplet, qui répondent aux 
racines négatives ou imaginaires de eette équation ; de telle 
sertd qu'en nonàmant «i p, y, . ^ . les racines positives, on ait : 

<p{aO=/'(aî)(aî— «){a; — p)(a;— y).... 
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D'après le lemme précédent, le produit f{x) (x — a) admet au moins 
une variation de plus que f{x) : le produit /"(a;) (a? — a) (a?— p) 
en admet une, au moins, de plus que le précédent, et, par 
suite , deux de plus que f{x) : f{x) (x — a) (a? — p) {x — y) en 
admet au moins trois de plus, et ainsi de suite ; et, par consé- 
quent, lors même que f{x) aurait tous ses termes de môme signe, 
le produit 9 (x) a autant de variations, au moins, qu'il y a de 
racines a, p, y,.... 

Si toutes les racines de (p (a?) = étaient positives, on suppo- 
serait f(x) = 1 ; et la conclusion n'en subsisterait pas moins. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Une équation algébriquCy 

dont le premier membre est une fonction rationnelle et entière de x, 
ne peut pas avoir plus de racines positives qu'il n'y a de variations 
de signes dans les coefficients (fo ç (x). 

C'est là le théorème connu sous le nom de règle des signes de 
Descartes. 

189. Limite supérieure du nombre des racines négatives. 
Soit 

[1] f{x)==0, 

une équation algébrique. Si — a désigne une racine négative de 
cette équation, on a ; 

(p(-a) = 0; 

et, par suite, a? = -f- « est racine de l'équation 

[2] 9(— a?) = 0, 

obtenue en changeant, dans la proposée, a? en — x. Cette équa- 
tion [2] admet donc, pour racines positives, les racines néga- 
tives de l'équation [1]; et, par suite, en lui appliquante théo- 
rème de Descartes, on aura une limite supérieure du nombre 
de ces racines négatives. Une équation ne peut donc avoir plus de 
racines négatives qu'il n'y a de variations dans le premier membre 
de sa transformée en — x. 
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190. Remarque. Le théorème de Descartes fournit une limite 
supérieure du nombre des racines positives ou négatives, que 
peut avoir une équation. Mais il arrive souvent que cette limite 
n'est pas atteinte, et que le nombre des racines positives, par 
exemple, est moindre que le nombre des variations du premier 
membre. 

On peut démontrer seulement que, si ces deux nombres son 
différmtSy lev/r différence est toujours un nombre pair. 

En d'autres termes, si une équation a un nombre pair de varia- 
tiens y elle a aussi un nombre pair de racines positives; et, si elle a 
un nombre impair de variations ^ elle a un nombre impair de ra- 
cines positives. 

Remarquons, pour le prouver, qu'une équation, qui a un 
nombre pair de variations, a évidemment son dernier terme 
positif; par suite, en faisant a? ==0 et a? = 00, on aura des ré- 
sultats de même signe; le nombre des racines positives est donc 
(184) pair. Si le nombre des variations est impair, le dernier 
terme est négatif; a? = 0, substitué dans le premier membre, 
donne donc un résultat négatif; x=(x> donne toujours (168) 
un résultat positif; et, par suite (184), entre et 00, il y a un 
nombre impair de racines positives. 

191. Limite inférieure du nombre des racines imaginaires. 
Il arrive souvent que Tapplicalion de la règle de Descartes rend 
certaine l'existence de racines imaginaires. Si, en effet, te 
nombre possible de racines positives, ajouté au nombre pos- 
sible de racines négatives, forme une somme moindre que le 
degré de l'équation, il faut bien qu'il y ait des racines imagi- 
naires. 

Soit, par exemple, l'équation 

son premier membre n'a qu'une variation ; elle ne peut donc 
avoir qu'une seule racine positive. 
Si on change a? en — a?, la transformée est; 

a?» — 5ar^ — 2a? — 1 = 0, 
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qui n'a aussi qu'une Tariatien, et qui ne peut i^Toir, par suite, 
qu'une racine positive. 14 proposée ne peut donc avoir que 
deux racines réelles; et elle a, par eonséquent, au moins, sii 
racines imaginaires. 

On peut remarquer que les âeui racines, que la r^le de 
Descartes indique comme possibles, existent certainemeel dans 
ce cas ; l'excès du nombre des variations sur le nombre des ra- 
cines positives étant, en effet, pair (190)^ il faut bien qu'il soit 0, 
dans le cas où il n'y a qu'une seule variation. 

g II. Tliéerème de Belle. 

192. THéoRÈME. DeiLX ra^cines réelles consécutives a e| b^ <fum 
équation ^ (x) = 0, comprennent au moins une racine réelle de la 
dérivée <p' (x) = 0. 

En effet, si l'on fait varier ip depuis a jusqu'à ft, <p(a?) part de 
zéro pour revenir à zéro ; celte fonction, qui est continue, va 
donc d'abord en augmentant, pour diminuer ensuite; ou biçp, 
elle commence par diminuer, pour aller ensuite en augmen- 
tant. Dans les deux cas, la dérivée change de signe ; et comme 
elle est continue, elle passe par zéro, pour une valeur de x com- 
prise entre a et b. C'est ce qu'il fallait démontrer. 

Comme la fonction peut subir, entre a et 6, plusieurs alterna- 
tives d'accroissement et de diminution, la dérivée peut s'annuler 
plusieurs fois dans l'intervalle. Il peut donc y avoir plusieurs ra- 
cines de la dérivée comprises entre deux racines consécutives de la 
proposée. 

Ce théorème çst vrai pour toute équation dont le premier 
membre est une fonction continue de x, quand sa dérivée elle- 
même est continue. 

195. Corollaire. Il résulte de là que deux racines consécu- 
tives de la dérivée peuvent ne comprendre aucune racine de la pro- 
posée^ mais qu'elles n'en comprennent jamais plus d'une. Ou voit, 
en effet, d'une part, que, si deux racines consécutives ^i à Ae 
la proposée comprennent plusieurs racines a', 5', ... de la déri- 
vée, ces racines a', b' de la dérivée ne comprennent pas de ra- 
cine de la proposée : et l'on voit, d'autre part, que si deux ra- 
cines consécutives a', b' de la dérivée comprenaient plusieurs 
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racines a, b»... de la proposée, ces racines a, b de la proposée 
ne comprendraient pas de racines de la dérivée : ce qui n'est 
pas possible. 

194. Nombre des racines réelles d'une jêquation. On con^ 
dut de ce qui précède, que, si Von sait trouver les racines de la 
dérivée, on pourra compter le nombre des racines réelles de la pro- 
posée. Soient, en eflet, a', b', (/,... V, les racines réelles de lo 
dérivée, rangées par ordre de grandeur : substituons successi- 
vement à Xj dans le premier membre de la proposée, les 
nombres 

— 00, a', b\ c',.... Z', -f-oo- 

Si deux substitutions consécutives donnent des résultats de 
signes contraires, il y a, dans l'intervalle correspondant, une 
racine au moins de la proposée (170) et une seule (195). 
Si les résultats sont de même signe, il n'existe dans l'intervalle 
aucune racine de la proposée; car il ne saurait s'en trouver 
plus d'une (195). Ainsi chaque changement de signe, dans les 
substitutions successives, prcyivera l'existence d'une racine 
réelle de la proposée. 

Si Ton désigne par n le nombre des racines réelles de la dé- 
rivée, (n+ 1) sera le nombre des intervalles; et par suite (n+ 1) 
sera la limite supérieure du nombre des racines réelles de la 
proposée. 

On voit encore que, si une équation a toutes ses racines 
réelles, sa dérivée a aussi toutes ses racines réelles; car les 
m racines réelles de la proposée fournissent (m — 1) intervalles, 
dans chacun desquels doit se trouver, au moins, une racine de' 
la dérivée (qui n'a que m— 1 racines.) La réciproque n'est pas 
vraie. 

195. Application a l'équation du troisième degré. Si Ton 
considère, en particulier, l'équation du troisième degré, sous 
la forme simple 

on remarque que, pour qu'elle ait ses trois racines réelles, il 
faut d'abord que sa dérivée, 3V + p = 0, ait ses deux racines 
réelles; car si celles-ci étaient imaginaires, la proposée ne pour- 
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rait avoir (194) plus d'une racine réelle. Il faut donc que p soit 
négatif; et alors les racines de la dérivée sont : 

Il faut, en outre, qu'en substituant successivement à x^ dans le 
premier membre de la proposée, 

-00, -S/~1, +\/-f' +«. 

chaque substitution amène un changement de signe (194). Or, 
la substitution de — <» rend l'expression négative, et celle de 
-f- 00 la rend positive ; il faut donc, et cela suffit, que l'on ob- 
tienne le signe -f- en substituant la plus petite racine de la dé- 
rivée, et le signe — en substituant la plus grande. Or, le pre- 
mier membre x^ -{-px -{- q peut se mettre sous la forme 
x{x^ + p) + q. Les conditions nécessaires et suffisantes sont 
donc fournies par les inégalités : 

/ OU < ^ , 

^_f(_s+p)+,<„, j VV-?+'<«- 

Distinguons deux cas : 1*» Si g est positif, comme p est négatif, 
la première inégalité est nécessairement vérifiée; quant à la 
seconde, on peut l'écrire : 



q< 



2p./ P. 



et, comme les deux membres sont positifs, on peut les élever 
au carré (I, 208); et Ton a : 

'■<-'^. »° (f)'+(l)'<«- w 
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£• Sî q est négatif, la seconde inégalité est nécessairement 
vérifiée. Quant à la première, on peut l'écrire : 



tV-i>-'' 



ou, en élevant au carré les deux membres qui sont positifs, 
-%><l'> ou encore (|y+gy<o. [1] 

Telle est donc [1] la condition nécessaire et suffisante, pour 
que l'équation du troisième degré ait ses trois racines réelles. 
(Cette condition, on le voit aisément, comprend la première 
p<0.) 

RÉSUMÉ. 

18S. Définition des variations et des permanences. — 186. Si l'on multi- 
plie un polynôme entier en ic par [x — a), a étant positif, le produit a, 
au moins, une variation de plus que le multiplicande. — 187. Le nom- 
bre des variations introduites est impair. — 188. Le nombre des ra- 
cines positives d'une équation ne peut surpasser le nombre des varia- 
tions de son premier membre. — 189. Limite supérieure du nombre 
des racines négatives. — 190. L'excès du nombre des variations sur le 
nombre des racines positives est un nombre pair. — 191. Limite infé- 
rieure du nombre des racines imaginaires. — 192. Deux racines réelles 
consécutives d'une équation comprennent, au moins, une racine réelle 
de la dérivée. — 195. Deux racines réelles consécutives de la dérivée 
peuvent ne comprendre aucune racine de la proposée; elles n'en com- 
prennent jamais plus d'une. — 194. Lorsqu'on sait trouver les racines « 
de la dérivée, on peut compter les racines réelles de la proposée. Pour 
qu'une équation ait toutes ses racines réelles, il faut que sa dérivée ait 
toutes ses racines réelles; mais cela n'est pas suffisant. — 195. Con- 
dition pour que l'équation du troisième degré ait ses trois racines 
réelles. 

EXERCICES. 

J. Lorsqu'une équation algébrique, de degré m, à coefficients réels, est com- 
plète, c'est-à-dire, lorsque son premier membre contient toutes les puissances 
de Xj depuis la puissance m jusqu'à la puissance zéro, si toutes ses racines sont 
réeUes, le nombre des racines positives est égal au nombre des variations, et le 
nombre des racines négatives est égal au nombre des permanences. 

Alg. sp. B. . ' 12 
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II. Si une équation incomplète, de degré m, contient n termes, lé nombre 
des racines réelles ne peut surpasser (2n — 2), si m est pair, et (2n — ^, sim 
est impair. 

On' applique les théorèmes (188 et 189), pour ces deux exercices. 

III. Si, dans une équation incomplète, il manque un nombre pair de termes 
entre deux termes de même signe ou de signes contraires, l'équation â^ au moins, 
autant de racines imaginaires qu'il y a de termes manquants. 

IV. Si, dans une équation incomplète, il manque un nombre impair detennes 
entre deux termes de même signe, il y a, au moins, autant de racines imagi- 
naires qu'il y a de termes manquants plus un. Et si les deux termes, qui com- 
prennent la lacune, sont de signes contraires, il y a, au moins, autant de radnes 
imaginaires qu'il y a de termes manquants, moins un. 

V. Lorsqu'une équation incomplète a toutes ses racines réelles, il ne peat 
manquer de terme entre deux termes de même signe ; et il n'en peut manquer 
plus d'un entre deux termes de signes contraires. 

YI. Lorsqu'une équation incomplète a toutes ses racines réelles, le nombre 
des racines positives est égal au nombre des variations; et le nombre des racines 
négatives est égal au nombre des permanences, augmenté du nombre des 
lacuned. 

On applique ) pour les exercices III, lY^ V, YI, les théorèmes (188), 
180 et loi). 

Vit. beux racines consécutives d'une équation comprennent toujours un nom- 
bre impaît dé racines de la dérivée, pourvu que Ton compte pour deux chaque 
racine double que peut avoir la dérivée, pour trois chaque racine triple, etc. 

On étudie les variations du premier membre de l'équation (192). 

YUI. Si Ton a une équation 

«• -h AiiC*"* + Aî«"^ + . . . . -f- A«_i« -h A» = 0, 

et que l'on multiplie respectivement ses termes par a, a-f-b, a + 2b,.... 
0-1- (*H — l)b, a-\-mb (a et 5 étantdes nombres positifs), on forme une équation 
nouvelle, qui a une racine comprise entre deux racines consécutives de la pro-- 
posée, excepté entré la plus petite racine positive et la racine négative qui la 
précède. 

On applique le théorème précédent (VII). 

IX. Si dans une équation f{x) = Oj on change a en —a, le nombre des varia- 
lions, tant de la proposée que de la transformée, ne peut être supérieur au degré 
de l'équation ; et, quand il lui est inférieur, la différence est un nombre pair. 

On examine comment la suppression de certains termes, dans l^quation, in- 
flue sur le nombre des variations. 
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X. Si une équation, de degré m, présente v variations, elle a, au plus, (m — v) 
racines négatives. 

Corollaire du théorème IX. 

XI. S'il arrive, qu'en inultlpliàAt le t)rémlér membre d^une équation par 
{x — a), on introduise (2t7 + l) variations, Téquation proposée a, au moins, 
2v racines imaginaires. 

Application des théorèmes X et 191. 



CHAPITRE III. 

TDÉOBIE DES RACINES ÉGALES. 

S I. Facteurs communs à deux polynômes. 

196. DÉFINITION DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR ALGÉBRIQUE. 

Nous avons vu (175), qu'une fonction entière de la variable a? 
peut toujours se décomposer en facteurs du premier degré, de 
la forme (x — a), a désignant un nombre réel ou une expression 
imaginaire indépendante de x. La décomposition ne peut se 
faire que d'une seule manière ; et chaque polynôme admet seu- 
lement un nombre de facteurs égal à son degré. En général, 
deux polynômes différents admettront des facteurs inégaux ; et 
ce sera seulement dans des cas particuliers, qu'ils en auront un 
ou plusieurs de communs. Il est important, dans plusieurs re- 
cherches d'algèbre, de savoir décider, si deux polynômes donnés 
se trouvent précisément dans un de ces cas, «t quel est alors le 
produit des facteurs communs, que Ton nomme pltis grand 
commun divisev/r des deux polynômes. 

197. Recherche du plus grand commun diviseur de deux 
POLYNOMES. Soient <p {x) et çi {x) les deux polynômes, ordonnés 
suivant les puissances décroissantes de x. Supposons (p (x) de 
degré supérieur à 91 (a?), et divisons le premier de ces polynômes 
par le second. Soient Q le quotient et 9,(0;) le reste; on aura: 

f{x) = Q<fi{x) + ^t(x); 

et cette égalité prvouve, que le produit des facteurs communs à 
<f{x) et à (fi(x) est le même que celui des facteurs communs à 
94(0?) et à <pj(a?). 

Soit, en effet, (a?— «) un facteur commun à f{x) et à (pi(a?), qui 
figure p fois dans chacun de ces deux polynômes ; 9(0?) et ®i(«) 
étant divisibles par (a? — a)", la somme <p(a?) et l'une des parties 
Q(pi(a?) admettent évidemment ce diviseur; il en est, par suite, 
de même de l'autre partie de la somme, c'est-à-dire de <pi(a?). 

On verra de môme, que, si <^t{x) et <pi(a?) admettent p fois un 
facteur {x — a), il en sera de même de <p(a?). 
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II est bien entendu que, dans ce qui précède, on peut avoir 
p = l. 

D'après cela, les facteurs communs à <f(x) et à 91(0?) sont les 
mêmes que les facteurs communs à 91(0;) et à <ps(^) ; ils doivent 
être pris, dans les deux cas, avec les mêmes exposants ; et» par 
suite, le plus grand commun diviseur de 7(0?) et de ifi{x) est le 
même que celui de <pi(a?) et de çi(a?). 

On ramènera, de la même manière, la recherche du plus 
grand commun diviseur de <pi(a?) et de 92(0?) à celle du plus 
grand commun diviseur entre 92(0?) et le reste 93(0?) de la divi- 
sion de 91 par 91. On continuera ainsi à substituer aux poly* 
nomes proposés d'autres polynômes, dont le degré ira sans cesse 
en diminuant ; et lorsqu'on parviendra à une division qui se fera 
exactement^ le diviseur de cette dernière opération sera le plus grand 
commun diviseur cherché. 

Si Ton parvient à un reste numérique, avant d'avoir rencontré 
une division qui réussisse, les polynômes proposés n*ont aucun 
facteur commun, et il n*y a pas de plus grand commun di- 
viseur. 

.198. Remarque. En cherchant le produit des facteurs com- 
muns à deux polynômes, on ne se préoccupe aucunement des 
facteurs numériques. On peut donc multiplier l'un des polynô- 
mes donnés, ou l'un quelconque des restes obtenus dans l'opé- 
ration par un facteur numérique quelconque. On profite 
souvent de cette remarque, pour éviter Tintroduction des dé- 
nominateurs numériques. Il suffit, pour cela, de multiplier les 
dividendes successifs par le coefficient du premier terme du 
diviseur; et l'on doit prendre cette précaution, non-seulement 
pour les fonctions successives 9, 91, 91, 98,... > qui servent suc- 
cessivement de diviseurs, mais aussi pour les dividendes partiels, 
qui se présentent dans le cours de chaque division. 

Supposons, par exemple, qu'en divisant 9(0?) par 91(0?), on ait 
trouvé au quotient un certain nombre de termes, dont nous re- 
présenterons l'ensemble par Qi. 

Soit ^{x) ce qui reste du dividende, lorsqu'on en a retranché 
le produit de Qi par le diviseur ; on a : 

9(^) = Qi^i(^)4-^'(^) 
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et l*ûn prouvera, comme m n"" 187, que les facteurs communs 

à 9(0;} et à 94(0;) sont les mêmes que les facteurs copimuns à ^{x) 
et à (pi(â?), et, par suite aussi, que les facteurs communs à mx) et 
k <f%{x)y k étant une constante quelconque. U est donc permis de 
continuer Topération, après avoir multiplié le dividende partiel 
^(x) par un facteur numérique k. 

On peut aussi diviser Tun des polynômes ou Fun des restes, 
par un diviseur numérique qui serait commun. 

189, Exemple I. Soit à chercher le produit des facteurs com- 
muns aux deux polynômes: 



( 



a;î_3a?«-j-a?»— 4a?*-j- 12a?-r4, 
2a;*— 6aî»+3a?*— 3a?+ 1. 



Voici le tableau des opérations : 

9,(a;)=2»< — 6a;* + 3aJ» — 3» +1. 

Première opération partielle, 
Prod» du diy** par 2. . . 2a;'— &r«+2a;*— 8a;2^24ap— 8 | 2g<— 6a;^-f3g'~3x4'l 

— a;*-f3x<- «3— 8J»+24a:— 8 



Prod» du reste par t. . . — 2ap*+6«*— 2af^— 16a;»+48a;— 16 

— 2a?5+6a;*— 3a;'4- 3a;»- x 



«=»— |9j;»+49»— 16 



Deuxième opération partielle, 

2ap<^ 6*'+ 3ap'— 3a;+l | •»— 19*»-f 49a;— 16 
2j;«— 38j^4- 98a;»— 32a; 2a;+32 

323;^- 95a;'4- 29a;-f 1 

32j3— 608 a;' -I- 1 568a;— 51 2 
613x^— lh39a;+513 



Qootient 4tt|^3te par 513... sfi— '6x-\-l 



Troisième opération partielle. 

«»— 19x»+49a;— 16 [ a;'-3r+l 
a;»— 3x^4- • »— H» 

— IGxHASx— 16 

— 16*'+48ar— 16 
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Ainsi donc» le produit des facteurs communs est (x^-^dx + l); 
et Ton a : 

<p{a?) = (a:»— 3a?+l)( af—k), 
9i(^) = («' —Sx+l) (2a^ +1), 

On remarquera que, dans les opérations précédentes» le poly- 
nôme ^(x) et le premier reste de la première division ont été 
multipliés par 2, et que le reste de la seconde division a été di- 
visé par 513. Cette introduction et celte suppression de facteurs 
numériques sont permises, comme on Ta remarqué plus hsiut, 
quoiqu'elles changent les quotients successivement obtenus. 
Ainsi, par exemple, en divisant ^{x) par çi(a?), sans faire usage 

de ces simplifications, on trouverait pour quotient l-r — ô )> au 

lieu de {a? — x) que nous avons obtenu; mais, les quotients n'é- 
tant d'aucun usage, cela n'a pas d'inconvénients. 

Exemple II. Considérons, pour second exemple, les deux po- 
lynômes : 

r (p(aî) = a^ — 49a?* + 67a?» + lOa?» — 25a? — 4, 
(9i(a?) =2a?» — 18a?* + 39a;* — 25a?^ -f a? + 1 . 

Voici le tableau des opérations : 

2«« — 98a;*+134ap»+ 20a;»— 50«— 8 \ 2ag*— l&g<4-39x»-25g»+«H-l 

2jg»— 18ap^4- 39g<— 2Sx^+ x^-\- x x-j-9 

18«*— 137a;«+159a;'+ IQx^— 51a?— 8 
18a?^--162a;*4-351a^'— 225a;'-h 9a;+ 9 

25a<*— 1 92aî'+ 24 4*'- 60«— 1 7 

501?*— 450a;*4- 975a;3- 625a?'+ 25aj+ 25 | 25a?«--192a;»+244a;»— 60a;— 17 
50x^— 384x^4- 488a;^— 120a:^— 34a; 2a;— 66 

— 66a;*+ 487a;3— bObx^-i- 59x+ 25 



— 1650a;*+12l75a;3— 12625a;»+1476a;-f 625 
— 1650a;<+12672a;3-16104a;H3960a;-H1 22 

— 497a;3+ 347 9a;^— 2485a;- 497" 

— x^-\- 7a;2— 5a;— 1 

25a;<-^192x3H-244«'— 60a;— 17 I a;»— 7a;^+5a;-f 1 
25x<— 175x3+ nsag'^— 25a; 25x-17 

— 17x=*-hll9x— 85a;— 17 

— 17a;3-f tl9a;'— 85x— 17 

N 
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Le produit des facteurs communs est donc {a? — 7a?*+5a?+l); 
et, en divisant par ce produit les deux polynômes ff{x) et (fi{x), 
on aura: 

9^(0?) = (a?»— 7a?«+ 5a? + 1) (2x* — kx+l). 

Nous remarquerons, comme plus^ haut, que diverses simpli- 
fications ont été apportées aux divisions précédentes. Dans la 
première on a multiplié le dividende par 2.. Dans la seconde, 
le dividende a été multiplié par 25, ainsi que le premier divi- 
dende partiel ; le reste a été divisé par 497. 

Exemple III. Nous chercherons encore le plus grand commun 
diviseur entre les deux polynômes : 



( 



<p(fl5) = rc« — 7a?»+ 15a;* — 40a?« 4-48a? — 16, 
fbi{x) = 6a?' — 350?* + 600?* — BOo? + 48. 



Yoici le tableau des opérations : 

6a;«— 42t;*+ 90a;«-240a;'+ 288aj- 96 j 6a?'>— 35ag*-f60a?=>-80a?+48 
ùc^—3hx^+ 60j<— 803^4- 48a; a?— 7 

— ix^-h 3Ua;*— 106a;H 240a;— 96 



— 42a;^ f 180a;*— 7 60a;2-f 1440a;— 576 
— 42a;'^+245a;*— 420a;=>+ 560a;— 336 

— 66a;*4-420a;3-960a;'+ 880j;— 240 
— 13a;3+ 84x*-192a;'+ 176a;— 48 



78a;*— 455a;*+ 780a;3- io40a; + 624 j 13ar«—84a;»-fl92a;^— 176x^-48 
78j;''— 504a;<4-1152a;3— 1056a;»4- 288a; 635+59- 

+ 49.r<— 372a;-'-f 1056x»— 1328a;-|- 624 



637a;«— 4836a;3+ 1 3728x^—1 7264a;+81 12 
637a;'^--4116a;3+ 940Sag^- 8624a;+2352 

— 720x3+ 432ar^ 864Ga;-f5760 

— «3= 6x»— 12a;+ 8 



I3a;<— 84a;3+192a;2— 176X+48 I a;3-6i»+12a;— 8 
13x3— 78J^+I56x>-I04a; rdx-6 

— 6x3+ 36a;2__ 72a;4-48 



— 6x3+ 35j.3_ 72X+48 



Donc le facteur commun est a;* — 6a?' -f- i 2a? — 0. 
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Dans ces divisions, on a introduit et supprimé, comme dans 
les précédentes, des facteurs numériques, que le lecteur, sufii- 
samment averti, apercevra sans peine. 

S IL Racines communes à deux équations. 

200. Moyen d'obtenir les racines gobimunes a deux équations. 
La théorie qui précède permet de ramener la recherche des 
racines communes à deux équations, à la résolution d'une équa- 
tion qui ne contient plus qu'elles seules, et qui est, par consé- 
quent, de degré moindre que les proposées. Il est clair, en effet, 
que le produit des facteurs communs à deux polynômes , étant égalé 
à zéroj donnera précisément ks racines qui les annulent Vun et 
Vautre. 

Soient, par exemple, les équations : 

af ^ 49x* + 67a^+ lOo?^ — 25a? — 4 = 0, 

2a;»— 18a;*+39aî* — 25fl5' + a? + 1 =0; 

on a vu (100, exemple II), que le produit des facteurs, communs 
à leurs premiers membres, est : 

ic* — 7a;* + 5a? + 1 ; 

et, par suite, les racines communes s'obtiendront en résolvant 
l'équation du troisième degré 

a?» — 70?* + 5a? + 1 = 0. 

Cette équaticm a évidemment pour racine a? = I : son premier 
membre est donc divisible par (a? — 1). Le quotient, a?*— 6a?— l, 
égalé à zéro, fournira les deux autres racines communes, 
a? = 3z!zv/Ï0l 

§ UL Des racines égales. 

201. But de la théorie des racines égales. Les procédés, 
employés pour la résolution des équations numériques, exigent 
que ces équations n'admettent pas de racines égales. Il est donc 
essentiel de résoudre les deux questions suivantes. 
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1* Une équation algébrique étant donnéOi reconnattpe si elle 
a des racines égales, 

2^ Une équation ayant des racines égales, ramener sa résolu- 
tion à celle de plusieurs autres équations, de degré moindre, et 
dont les racines soient inégales. 

SOS. Moyen dr reconnaître si une équation a des racdies 
ÉGALES. On dit qu'une équation, <^(x) = 0, admet n fois la racine 
a, lorsque 9 {x) est divisible par {x — a)*". Le théorème suivant 
exprime les conditions nécessaires et suffisantes, pour qu'il en 
soit ainsi. 

Théorème I. Powr qv!\m nombre a soU n fm racine d'uni 
équation algébrique ^(x) = 0, il est nécessaire et suffisant que, 
substitué à x, il annule la fonction tf (x) et ses (n — - 1) premières dé- 
rivées. 

On a, en effet, identiquement : 

^z=:a-^ix — a), 

et, par suite, 9(0?) = <p [a + (a?— o)]. 

En développant ç [a+ (a? — a)] par la formule générale donnée 
(HO), on a: 

9{^)=<?{a)+^^ (x-a)+^(x^a)^+...+^{x^aY 

A la seule inspection de cette formule, on voit que la condi- 
tion énoncée est suffisante. Si l'on a, en effet, <p (a) = 0, <p' (a) =0, 
<p**-* (a) = 0, tous les termes qui restent dans le second membre 
contiennent (x — a)'' en facteur; et <p(a;) est, par conséquent, 
divisible par (a?— a)**. 

Je dis, de plus, que cette condition est nécessaire; supposons, 
en effet, que f(x) étant divisibje par (a?— a)**, et f^(a;) étaplla 
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première des dérivées de «p (a?) qui ne s'annule pas pour a? = o, 
on aitp<n; l'équalîon précédente deviendra : 

Si l'on divise les deux membres par {x-^aYy il viendra : 

égalité impossible; car 9(0?) renfermant, par hypothèse, (a? — a)* 
en facteur, et n étant plus grand que p, le premier membre 
s'annule pour x=:a, et le second prend une valeur différente de 

zéro, savoir : ^ ^ • 
V 1.2.. .p 

On peut déduire du théorème précédent les conditions sui- 

va^les. 

205. Théorème IL Pour qu'un rwmbre a soit n fois racine, 
d'une équation algébrique cp(x) =0, il est nécessaire et suffisant que^ 
substitué à x, il annule le polynôme <p(x), et qu^U soit, en outre, 
(n — 1) fois racine de l'équation dérivée ^' (x) = 0. 

Il résulte, en effet, du théorème précédent, que les conditions 
nécessaires et suffisantes sont exprimées par les équations : 

ç(a)=0, ç'(a)=0..„ 9"-*(a) = 0, 

dont les (n — 1) dernières expriment, que a est racine de l'équa- 
tion cp' {x) = et de ses (n — 2) premières dérivées; et, par suite, 
en vertu du même théorème, que a est (n — 1} fois racine de 
l'équation <p'(a?)=0. 

204. Remarque. II résulte du théorème précédent, que, si l'on 
décompose le premier membre d'une équation et sa dérivée en 
facteurs simples correspondants à leurs diverses racines, à cha- 
que racine multiple a, entrant n fois dans l'équation, correspon- 
dront, dans la dérivée, (n— 1) facteurs égaux à (x — a); en sorte 
que, si une équation 9(0?) =0 admet n racines égales à a, p 
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racines égales kb,q racines égales hc^r racines égales à d, etc., 
on a : 

(p(a?) = (a?— a)"(a?— 6y (x^c^ix—dy.... 

<f'(x)=(x^a)'^^{x^b)^^{x--cy'^{x—d)^^...; 

et, par suite, 9(0?) et <f'{x) admettent les facteurs communs 
(a?— o)*"', (a;— t)*^*, (a:— c)«-*, (a?— dy-K Je dis, de plus, qu'ils 
n'en admettent pas d'autres; car, s'ils admettaient un facteur 
commun (a?— Aï), k serait racine de 9(0?) et de <p'(a?), et, par 
suite (202), racine double de 9(0;). 

Le plus grand commun diviseur ^ entre le premier membre tum 
équation et sa dérivée^ est donc le produit des facteurs simples cor- 
respondants aux racines multiples, F exposant de chacun d'eux étarU 
diminué d^wnt u/nité. 

Et, pour décider si une équation a des racines égales, on 
cherche le plus grand commun diviseur entre son premier 
membre et sa dérivée. S'il n'existe pas de plus grand conunun 
diviseur, c'est qu'il n'y a pas de racines égales. 

205. Réduction d'une équation qui a des racines égales. 
Les théorèmes précédents permettent de ramener la résolution 
d'une équation, qui a des racines égales, à celle de plusieurs 
autres équations qui n'en ont pas. Considérons, en efTet, une 
équation 9(3?) = 0; et concevons son premier membre décom- 
posé en facteurs correspondants à ses racines. Soient Xi, X,, X», 
X4 les produits des facteurs de chaque degré de multiplicité, pris 
chacun une fois seulement, savoir : Xi le produit des facteurs 
simples ; Xj le produit des facteurs qui correspondent à des ra- 
cines doubles, pris chacun une fois seulement ; et ainsi de suite. 
En sorte que l'on ait : 

9(a?)=XiX,^X3»X/. 

Le produit des facteurs, communs au polynôme X et à sa dé- 
rivée, est, d'après les théorèmes précédents : 

P =■ XsA) A4 • 
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Le produit Pi des facteurs, communs à P et à sa dérivée, est 
de mèaie : 

P.=X8XA 

Enfin, le produit Pi des facteurs, communs à Pi et à sa dé- 
rivée, est : 

P.= X4. 

Si l*équation proposée n'admet pas de racines, dont le degré 
de multiplicité surpasse 4, P» n'aura plus de facteurs communs 
avec sa dérivée ; sinon il faut continuer à opérer de la même 
manière, jusqu'à ce que l'on rencontre un résultat, qui n'ait pas 
de diviseur commun avec sa dérivée. Maintenant, en divisant 
chacune des égalités précédentes par la suivante, il vient : 

— p- = Q = X|XtX|X4, 

p 

p- = Qi = Xf X|X4 , 

p" =Qî=XjX4, 

P,=X4; 

e\j en divisant' chacune de celles-ci par la suivante : 

U V W* Y "* Y D —Y 

TT — Ai, Q — Al, -p- — As, rt — A4. 

On pourra donc, par de simples divisions, trouver Xi, Xj, X», 
X*; et, en résolvant les équations, 

X4=0, X,= 0, X,==0, X4 = 0, 

qui n'ont plus déracines multiples, on obtiendra séparément les 
racines simples, doubles, triples, quadruples.... de la proposée. 

206. ExEBfPLB I. Appliquons la méthode précédente à l'é- 
quation 

(p(a?)= cc^+ 4a?' + 2a;* + 12a?+45=0. 
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On a : ^'(x) = k<t^+ 12a?*+4a? + 18 

=4.(aî«+3a?» + a? + 3). 

Par des divisions successives, on obtient les équations, sai- 
vâtites t 

.4.9(0?)= {x+l).<f'{x)—^x^—(kx—2l) 

(p'(a?) = 4(a?+7).(a?*— 4a?— 21)+200(a?+3) 

a?*-4a?— 21= (a?+3).(a?— 7^. 

Par conséquent, le facteur commun à 9(0?) et ^'{x) est (a? +3). 
Donc — 3 est une racine double; on trouve, en effet, par la di- 
vision : 

y(a?)=(a?+3)».(a?»— 2a?+5). 

Exemple II. Soit encore l'équation 

(p(a?)=ic»— 10aî*+15a?— 6=0. 

On a: <p'(^)= 5(a;*— 4a?+3). 

Les divisions consécutives donnent : 

a;»— 10a;*+15ic— 6=a?(a?*— 4a?+3)— 6(aî*— 2a?-|-l) 

a?*— 4a?+3=(a?*— 2a?+l).(a?*+2a:+3) . - 

=(a?— l)».(a?* + 2a? + 3). 

Le plus grand commun diviseur, entre 9 (ûo) et f'ix)^ est donc 
{x — l)*;la seule racine multiple est donc, a?= 1, qui figure trois 
fois dans laph)posée; et Ton a, en effet : 

9(aî)=(a?— l)».(a;*+3a?+6). 
Exemple III . Soit l'équation : 

9(a?)=a;«— 7a?»+i5a?*— 40a?*+48»— 16 = 0; 
la première détivée est : 

9' («)= 6a;»— 35a?*+60a?* — 80a?+48. 
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Nous avoiis déjà trouvé (199), qbe le produit des facteurs 
iéottiitititid à ces deux fonctions est : 

ou {x — 2)*. 

Donc» l'équation proposée admet quatre racines égales à 2 ; on 
a, en effet : 

<p(a?)=(a?— 2)*.(x«-|-a?— 1). 

Exemple IV. Soit enfin Téquation t 

ç(a?)=«*—10a?»+47a?*— 1400?' + 271a?*— 5300?+ 225 = 0; 

sa dérivée est : 

(p'(0?) = 60?* — 50o?*+ 1880?»— 420o;*+ 54io?— 330. 

Les divisions successives donnent : 

6. ç(o?) = (p'o? (a?— 1)+^ (o?*— lOo?* + 36o?* — 70o? + 75) 

cp'(o?) = 2(3a^+b)(o?*-10o^+38o?«-700?+75)-1-72(o?*-5o?*-l-l lo?-15) 

0?»— 10o;»+36o?*— 70o?+75 = (o;»— 5o?'+llo?— 15)(o?— 5). 

Le produit des facteurs, communs aux deux polynômes, sera 
donc: 

o?'--5o?'+llâ?— 16. 

Si nous divisons ce produit par sa dérivée, après l'avoir mul- 
tiplié gar 3, nous trouvons : 



30?»— 15oî*+33a?— 45 
— 5o?*+22o? — 45 



3o?*— 10o?+ Il 



X — 5 

OU, en multipliant de nouveau par 3, 

— 15o?' + 66o7— 135 

16o?— 80; 

en supprimant le facteur 16, le dernier reste peut être remplacé 
par(a;— 5); sans avoir besoin de continuer l'opération, après 
cette simplification, on voit que (3o;»— 1 Oo? -|- 1 1 ) n'est pas divisible 
par (o?— 5); car il ne s'annule pas pour a?=-}-5. Le commun 
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diviseur (a;'— 5a?'+ 11^"-15) entre 9(0;) et sa dérivée, n'a donc 
pas de facteurs multiples ; et, par suite, 9 (x) a seulement trois 
racines doubles, dont les valeurs sont les racines de l'é- 
quation : 

a5»— 5a?' + lia:— 15=0. 

RÉSUMÉ. 

196. Définition du plus grand commun diviseur de deux polynômes. — 
197. Moyen de l'obtenir, par un procédé analogue à celui que Ton suit 
pour deux nombres. — 198. Remarque importante sur Tintroduction 
ou la suppression des facteurs numériques, dans le cours des divisions 
à effectuer. — 199. Quelques exemples. — 200. Recherche des racines 
communes à deux équations. — 201. But de la théorie des racines 
égales. — 202. Condition nécessaire et suf&sante pour qu'une équation 
admette n fois la racine a, — 203. Autre forme de cette condition. — 
204. Produit des facteurs communs au premier membre d'une équation 
et à sa dérivée; règle pour décider, si une équation a des racines égaies. 
— 20^. Réduction d'une équation, qui a des racines multiples, à plu- 
sieurs autres qui n'en ont pas. — 206. Quelques exemples. 

EXERCICES. 

I.' Décomposer en facteurs le polynôme 

/■(aîjsira;*— 2aj* + 3a;»— 7a;» + Sa? — 3. 
On trouve /'(a?) = (a? — l)Maî' + a? + 3). 

II. Décomposer en facteurs le polynôme 

/■(a?) = a;«— 6a;s + 9ar* + 8a;3- 24a;2+ 16. 
On trouve f{x) = {x + ly (a?— 2)«. 

III. Décomposer en facteurs le polynôme 

f{x) = a;« — 24a;« + 32a;3 ^ 144 ^^i — 3340; -f 256. 
On trouve f{x) = (a; + 4)* (x — 2)*. 

IV. Décomposer en facteurs le polynôme 

/'(a;) = a;'+2a;6 + 3a;^— a;*— Sa;» — 13a;*-12a; — 4. 
On trouve f{x) = (x^+ x + 2)^(a; + 1) {x^-^x^ 1) 
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y. Décomposer en facteurs le polyDome 

/: (0?) + «' — J2a;* — 2a?« + 39x» — 6x» + 44» + 24. 
On trouve f{x) = (a? — 1)» (a; + 2)» (x — 3) . 

VI. P et désignant deux polynômes en a?, à coefficients r(5els ou imaginaires, 
qui n*ont aucun facteur commun, et F, Q', représentant leurs dérivées : si l'é- 
quation P+Q2=0 admet une racine double, cette racine, réelle ou imagi- 
naire, appartiendra à Téquation P'»-|- 0*5=0. 

Exemple : 

P=aj» — 1, 0=2», P» + Q»=(»» + l)», P^ + Q'' = 4(a:»+1). 
on 's'appuie sur Tidentité : 

(P+Q>/=n)(p-Q v/=l) = pî + Qa. 

VII. Si a est nfois racine de l'équation <p(a;) = 0, il sera (n — 1) fois racine 
de l'équation qu'on obtient, en multipliant les termes de la proposée, supposée 
complète, par les termes successifs d'une progression arithmétique. 

On s'appuie sur le théorème (203). 
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CHAPITRE lY. 

DES AACIIVES GOMHEIVSUllABLES. 

S f. Des limités deâ racines. 

207. DÉFINITION. On appelle /imi7e supérieure des racine» po- 
sitives d'une équation, tout nombre plus grand que la plus 
grande des racines positives; limite inférieure, tout nombre plus 
petit que la plus petite d'entre elles. 

On nonime limite inférieure des racines négatives tout nombre 
plus petit que la plus petite des racines négatives; limite supé- 
rieurej tout nombre plus grand que la plus grande d'entre 
elles. 

Lorsqu'on a à résoudre une équation numérique, il est utile 
de connaiire les limites de ses racines. Voici quelques règles à 
cet égard. 

808. Pemière règle. Si, dans u/ne équation, de degré nj. 

la valeur absolue du plus grand coefficient négatif est N, et si n est 
la différence entre le degré de l'équation et celui du premier terme 

négatif, 1 + yN e^^ une limite supérieure des racines positives. 

En effet, si Ton substitue à a?, un nombre /, tel que, pour cette 
valeur et pour toute valeur plus grande, le premier membre de 
l'équation reste constamment positif, / sera évidemment une 
limite supérieure des racines positives. Or, pour satisfaire à 
celte condition, il suffit évidemment de choisir /, de manière à 
vérifier l'inégalité 

[1] 0?-— N(a;"»-"+a?"-»-«+... + a;-fl)>0; 

car nous avons supprimé, d'une part, tous les termes positifs 
qui pouvaient exister entre af^ et af*^; et nous avons, de 1 autre, 
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r^mplâèê, dam tous les termes suivants, chaque coeffieicnl par 
— N. L'inégalité [1] équivaut à 

X — i 

ou à [2] rc"'(a? —1) — N(a?"-'*+*— 1) > 0, 

|yrfféè iju'oil peut toujours supposer x>\. Or cette dernière 
}nég(<)}té §etTi vérifiée^ si Von satisfait h eette autre, 

[3] af{x — 1) — Na?^-'*+* >0, 

que Ton obtient en diminuant le premier membte. IfaiHeurs, 
eu divisant par «*-*** les deux membres de Tinégallté [3], 
celle-ci devient : 

af-*(^— 1) — N>0; 

et elle sera vérifiée, si l'on a : 

(a?— l)*-*(aî— 1)— N>0, ou (a?—!)" — N>0. 
I( suffira donc de choisir x, de manière â vérifier rînégaliW , 

[4] x>\^;/w. 

C'est ce qu'il fallait démontrer. 

Si le premier terme négatif est le terme en a;**"*, on a n =: l ; 
et la limite devient, dans ce cas, 1 +N. 

209. Deuxième règle, donnée par Newton^ Tout nombre 1, 
qui rend positifs le premier membre d'une équation f (x) = et toutes 
ses àér^MeSf est um limite supérieure des racines positives. 

En effet, si Ton diifiinue âe l chacune des racines de l'éqna- 
tton, en p(]isënty = a? — /, ou a?=/ + y, l'équation devient: 

ftr, par hypothèse, tous les coefficients /(i), f{l), f{l) . . . f^{l) sont 
positifs; aucun nombre positif, substitué à y, ne peut donc vé- 
rifier cette équation, qui n'a, par conséquent, pas de racines 
positives. En d'autres termes, toutes les racines réelles sont 
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négatives ; ; et, par suite, toute valeur réelle de x est plus petite 
que /. C'est ce qu'il fallait démontrer. 

Pour appliquer cette règle, on range les fonctions dans l'ordre 
suivant : 

comme f^{x) est égal à 1.2.3... m, et est, par suite, toujours 
positif, on choisit d'abord le plus petit nombre entier qui rend 
positif f^^{x). On substitue ce nombre dans /**-*(a?) ; et, s'il le 
rend négatif, on l'augmente d'une ou de plusieurs unités, jusqu'à 
ce que f^\x) devienne positif. Puis on substitue le nouveau 
nombre dans f^^x) ; et Pon fait en sorte, en l'augmentant si 
cela est nécessaire, que /"*~'(a?) prenne à son tour une valeur 
positive. On continue ainsi pour toutes les fonctions jusqu'à /(4 
Le nombre / qui, après toutes ces substitutions, rend f{x) posi- 
tive, est le nombre cherché. 

Supposons, en effet, qu'un nombre a, obtenu par cette mé- 
thode, rende positifs r*~K^)> r"~W> • • • r*"*(^)» il est facile de 
voir que le même nombre, augmenté d'un nombre quelconque ^ 
d'unités, ne cessera pas de rendre positives les mêmes fonc- 
tions. Il suffit, pour le prouver, de remarquer que l'on a, en 
général : 

et, si /^(a), p+K^), /^'(a)..., sont positifs, comme h est aussi 
positif, il en résulte que f^{a + h) est nécessairement positif. En 
faisant p= m — 1, on reconnaîtra d'abord que, f^^a) étant 
positif, il en sera de même de /"**-*(« + h). Puis, en faisant 
p = m— 2, on verra que ^*"~*(a) et r*"*(a) étant positifs, il en 
sera de même de /•-"(a -|- h)y et ainsi de suite. 

aïO. Troisième MÉTHODE. On peut enfin, en partageant le pre- 
mier membre de l'équation en groupes de plusieurs termes, dé- 
terminer une limite supérieure des Tacines. Soit, par exemple, 
l'équation : 

ir'-l-Ta;»— 12aî« — 49a;« + 52a?— 13 = 0. 
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Groupons les termes de la maïuère suivante : 

3?{x^ — 12) -f la?{oi? — 7).+ 52 Ix — jW 0. . 

Il est évident que le nombre 4, substilué à x^ rendant positif 
chacun des groupes, est une limile supérieure des racines. 
De même, les termes de Téquation 

ic*--5aî«+37a?* — 3a? + 39 = 

peuvent se grouper ainsi : 

x\(D^ — hx^l) + ZOx(x — ^ + Z^ = 0. 

Or le trinôme a;* — 55? + 7, ayant ses moines imaginaires, est 
positif, quel que soit a? ; d'ailleurs le second groupe est positif 
pour X = 1 ; donc 1 est une limite supérieure des racines. 

On voit que Tartifice consiste à disposer les termes, de ma- 
nière que chaque groupe commence par un terme positif, et à 
chercher le plus petit entier qui donne le signe + à chacun de 
ées groupes. 

211. REBiARQUE. La première méthode aurait donné 1 + ^49 
ou 8 pour limite des racines de la première équation, et 1 -f 5 
ou 6 pour limite des racines de la seconde. 

Pour appliquer à la première la méthode de Newton^ on a : 

f{x) =a?» + 7a?* — 12a;'— 49a;* + 52a?— 13 
f{x) = 5x* 4- 28a?»— 36a?* — 98a? + 52 

j-^ f{x) = lOa?» + 42a?* - 36a? — 49 
^ na?) = 10aî*+28a?— 12 



1.2.3 

1 

1.2.3.4 

1 



r'(a?}=5a? + 7 



1.2.3.4:5 ^''^^^"•^- 
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On voit que tout nombre positif rend /^(â^ positif; que 1 rend 
positif /■"'(a?), que 2 rend positifs f{x) et f{x)^ et qu'enfin 3, qui 
rend positif /(a?), est une limite supérieure. 

Pour appliquer la même méthode à la seconde, on a : 

f{x) = a;* — 5î»» + 37aî* — 3a? -j- 39 

X f{x) = 6a?* — J5a; -^ 37 

1 

/^(a?) z=5 4a? — 5 



1.2.3 

_1 

1.2.3.4 



rix)=\. 



On voit que 2 rend positifs ^^(a?), f{x)^ f{x)y et f{x). Donc 
2 eîA une limite supérieure. 

212, Limite inférieure des racines positives. On pose 
a? = - dans TéquaUon, et Ton cherche une limite supérieure \ 

des racines de la transformée : il est évident que |- sera une li? 
mile inférieure des racines positives de la proposée. Car si Ton a 
y < t, on en conclut ^ > t« 

215. Limites des racines négatives. On pose a? = — y, et 
l'on cherche les limites supérieure et inférieure, / et J', des ra- 
cines positives de la transformée: — /et — V seront les limites 
inférieure et supérieure des racines négatives de la proposée. 
Car, si Ton a : 

on en conclut : — Z < a? < — . f . 

§ il. Recherche des racines commensilrablos. 
214. On peut obtenir par des essais réguliers et fort simples, 
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les racines commensurables d'une équation & coBffidents corn* 
mensurables. . 

Nous commencerons par montrer, que cette recherche se ra- 
mène à celle des racines entières; et, pour cela, nous établirons 
le théorème suivant : 

Théorème* Une équation de la forme 
. [1] a?'»+Ai«r-*+A^"^*4-- .+A«=:0, 

dont le premier terme a powr Sefficient tunité^ et dont les autres 
coefficients sont entiers^ ne peut avoir de racine commensurable 
fractionnaire. 

Si, en effet, r est racine de l'équation [1], on a : 

(î)"+*'(r'+*'(r'+-+*-=»^ 

d'où l'on déduit, en multipliant tous les termes par 6*"*, et en 
faisant passer tous ceux qui suivent le premier dans le second 
membre : 

Ç=— (A4a~-*+A,a«-*6 + . . .+A«6"^*). 

Si l'on suppose, ce qui évidemment est permis, que la frac- 
lion T ait été réduite à sa plus simple expression, a et & sont 

premiers entre eux; la fraction -r- est, par conséquent, irréduc- 
tible, et ne peut être égale à un nombre entier. Il est donc im- 
possible qu'elle soit égale au second membre, dont tous les 
termes sont entiers; et, par conséquent, il est impossible que 

réquation [1] admette une racine de la forme t. Les seules rar 
cines commensurables, qu'elle puisse avoir, sont donc entières. 

2iS. Corollaire. Une équation, à coefficients entiers, étant 
donnée, le théorème précédent permet de la transformer, de 
manière que toutes les racines commensurables deviennent en- 
tière^. 
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Soit, en effet, Téquation 

A«" -f AiX**-* + . . . -f Aw^a? + A« = 0, 

dans laquelle on peut supposer que A, Ai,... A«» soient des 
nombres entiers; car il est toujours facile de chasser les déno- 
minateurs, en mullipliant tous les termes par leur plus petit 

multiple commun. Posons a; =p y étant une nouvelle incon- 
nue qui, évidemment, devra satisfaire à l'équation : 

ou, en multipliant les deux membres par A"^S 

!r+Aiy'"V+A,Aîr-* + ...+A«A«-* = 0. 

Or cette équation a ses coefOcients entiers, et le premier terme 
y* a pour coefficient l'unité ; les valeurs commensurables de y 
sont donc toutes entières. Il est évident, d'ailleurs, qu'elles cor- 
respondent aux valeurs commensurables de â?; car la relation 

^=j9 prouve que, x étant conunensurable, il en est de même 

dey. 

Si nous pouvons obtenir les racines entières de l'équation en 
y, d'après ce qui précède, nous aurons toutes les racines com- 
mensurables de l'équation en x. 

216. Conditions nécessaires et suffisajîtes pour qu'un nom- 
bre ENTIER SOIT RACINE d'UNE ÉQUATION A COEFFICIENTS ENTIIjpiS. 

Nous avons vu comment la recherche des racines commensu- 
rables peut se ramener à celle des racines entières. Il nous 
reste donc à montrer, comment on peut obtenir les racines en- 
tières d'une équation à coefficients entiers. 
Soit réquation 

[1] Arr+A,aj*^*+Aîa;"»-»+...+A«=0, 

et a une de ses racines entières; le premier membre doit être 
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divisible' par (x — a). Représentons le quotient, qui est un poly- 
nôme du degré (m — 1), par 

Pi, Pi. . . Pi»-i sont évidemment des nombres entiers; car le pre- 
mier terme du diviseur (a? — a) ayant pour coefficient l'unité, la 
division ne peut introduire aucun dénominateur. 

En écrivant que le dividende est le produit du diviseur par le 
quotient, on aura identiquement : 

[21 (ic-a)(Aa?«-*+Pia?«-«+...+P«.,a?+ï>«.0 

= Aa;*-}- Aiaî**-* -f- Aja??"*+ . . . + Ai»-4a?+ A,.. 

En effectuant les opérations indiquées dans le premier mem- 
bre, et en égalant les coefficients des mêmes puissances de x, il 
vient : 

^~ * m— 1* ^— Af», 
Jf m— 1 — Pm— 2* ^^^ Am-i ^ 

Pm -t — P«i-«* = A«|- j, 



[3] 



Pi-Pi«=A», 

Pi — Aa = Ai, 



Tous les nombres, qui figurent dans ces formules, étant entiers, 

la première équation prouve que a doit être un des diviseurs de 

A 
Al», et que le quotient — est égal à — P«,-i. 

La seconde équation peut s'écrire : 

-PiH.ia=Ai^i~P^=A.^i+^; 

oc 

elle prouve que a doit être un diviseur de la somme Am^ H — ^» 

et que le quotient est — Pm-t- 

La troisième équation peut s'écrire : 

AiH 



— Pii,-,a = Aw-t — P«,-î = A«-i 4 



A«_i4 



a 



% 
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Elle prouye que « doit être un diviseur de la ecmime 

Al Am 

Am-1 H : ^# c'iB8t-à-dire de la somme obtenue en ajou- 



tant Am-i au quotient précédent, et que le quotient est — P.»-*- 
On peut continuer ainsi jusqu'à la dernière équation, qui 
prouvera que le dernier quotient — Pi, augmenté de A^ doit 
être divisible par a, et donner pour quotient — A. 

Ces conditions sont nécessaires. J'ajoute qu'elles sont suffi- 
santes, pour que a ^oit racine; car, si elles sont remplies, on 
pourra trouver des nombres P«»4, Pm-i. . . Pi, qui rendent iden- 
tiques les équations [3] ; et, par suite, le premier membre de la 
proposée sera divisible par (a?— a). 

On peut remarquer que les opérations, à l'aide desquelles on 
s'assure qu'un nombre a est racine, font connaître les coeffi- 
cients du quotient de la division du premier membre par (a? — a). 
Ces coefficients Pm-i, Pfn-î, . . . sont égaux, en effet, aux quo- 
tients, changés de signes, des différente» divisions, dont la 
réussite est nécessaire pour que le nombre a ne soit pas rejeté. 

217. Recherche des racines entières. Il résulte de là que, 
pour trouver les racines entières d'une équation telle que [1], 
on devra chercher d'abord les diviseurs entiers, positifs ou 
négatifs, du dernier terme : eux seuls peuvent être racines. On 
déterminera ensuite la limite supérieure des racines positives 
et la limite inférieure fie% racines négatives ; et Ton rejettera 
tous les diviseurs qui ne seront pas compris entre ces limites. 
Si a est un des diviseurs qui restent, pour l'essayer, on divisera 
le dernier terme A^i par a, et l'oii ajoutera au quotient le coeffi- 
cient Am-i : la somme devra être divisible par a. On formera le 
quotient; on y ajoutera A«-a : la somme devra encore être divi- 
sible par a; et en continuant ainsi, on devra trouver un quotient 
qui, ajouté au coefficient du secoud terme, et divisé par a, 
donne pour dernier quotient — A. 

218. Moyen de diminuer ïiE nombre des essais. On peiijt (|i- 
minuer le nombre des essais à faire par la remarque suivante. 
Si a est une racine de l'équation 

[1] Aa^ + Aia?'""-*+Aaa;"»-* + ..,A« = 0, 
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le piMiier membre de cette équation est divisible par (a;— «); 
et Us eoeffidetits du quotient sont tous entiers, ainsi qu'on l'a 
exposé plus haut. Si donc on attribue à x une valeur entière 
quelconque, la valeur numérique du premier membre de [1] 
sera divisible par la valeur numérique de (x — a). Or les valeurs 
les plus simples, que l'on puisse attribuer à x^ sont 1 et — 1. 
Si donc on nomme Q et Qi les valeurs correspondantes du pre^ 
mier membre de £i], on ne devra essayer «, que si, d'une part, 
Q est divisible par (l —a), ou, en changeant le signe, par («—1); 
et que si, d'autre part, Qi est divisible, par ( — 1 — «), eu, en 
changeant le signe, par (l +«)• 

219. Application de la méthode précédente. Voici la ipa- 
niëre la plus avantageuse de disposer les calculs : 



if 11 Aff » • • A»-^, A»— 4, A 



'«-J«. 



récris, sur une ligne horizontale, les coefficients de r^qualîon 
proposée, à partir du second, et dans une colonne, à droite, le 
diviseur à essayer a. Sur la même ligne que a, et en allant de 
droite à gauche, j'écris au-dessous de A», Am-i . . - , leé quotients, 
changés de signes^ P^-i, P««j ..., calculés comme il a été dit (216). 
Si tous ces quotients sont entiers, et si, en outre, le nombre écrit 
sous Al, est + A, a est racine; et A, Pi, Pî. . . , Pm-i sont les coef- 
ficients de réquaiion débarrassée de la racine a. Il n'y aura donc 
plus alors qu'à opérer sur cette seconde ligne comme sur la 
première. Si quelques-unes des divisions ne peuvent &e faire, on 
pissera 4 un autre diviseur. 

Exemple, f [cp) =a;*— Sa?'— 19aî*+68a?— 60 = 0. 



— 2, —19, 4-68, —60 ' 



1, 0, — Î9, +30 



^-mmummêm 



1> 2; -15 



1, + 5 



+ l 



2 est racUie 

2 est racine 

3 est racine 
-- & est vmm 



60 admet 24 diviseurs; mais on trouve, parla règle de Newton, 
que toutes les racines sont comprises entre 4 et — 6. On ne doit 
donc essayer que les diviseurs de 60, plus petits que 4 et plus 
grands que — 6. On conmience par essayer + 1 et — 1, en les 
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substituant directement à la place de x : aucun d'eux n*est ra- 
cine; mais ce premier calcul nous apprend que/'(l)=— I2,et 
que /( — 1)= — 144, Dès lors on ne doit, parmi les diviseurs 
positifs, essayer que ceux qui, diminués de 1, divisent 12, et qui, 
augmentés de 1, divisent 144; et, parmi les diviseurs négatifs, 
on ne doit essayer que ceux dont la valeur absolue, augmentée 
de 1, divise 12, et, diminuée de 1, divise 144. 

Le diviseur 2 satisfaisant à ces conditions, on l'essaye : on 
trouve que 2 est racine, et que l'équation, débarrassée de celte 
racine, est : - 

0?»— 19a? 4- 30=0. 

Gomme 2 divise 30, on l'essaye de nouveau; et Ton continue 
de la même manière, en n'opérant que sur les diviseurs qui 
satisfont aux conditions précédentes, et qui, en outre, divisent 
le terme tout connu de la dernière équation simplifiée. 

Tout calcul fait, on trouve que l'équation proposée a pour 
racines 2^ 2, 3, —5, et que son premier membre est égal à 

(a? — 2)* (a? --3) (a; +5). 
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EXERCICES. 

I. Rechercher les racines commensurables des équations : 

«»— 5aj«— 78«* + 499»<+ 172«»— 4269»»+ 1156» + 11320=0, 

a^— a;'-13a?' + 16a?— 48=0, 

16»*— 19»< + 6«»+ 15»'— 19a?+ 6=0, 

a.5_i3gp4^.67a^_171a;i4.216ap — 108=0. 

II. Chercher les racines commensurables d'une équation , sans les ramener 

a 
préalablement à être entières. Montrer, qu'en désignant par r une telle racine 

réduite à sa plus simple expression , a doit être diviseur du dernier terme , et h 
diviseur du coefficient du premier terme. Chercher par quels essais, analogues à 

d 
ceux qui ont été indiqués pour les racines entières, on peut vérifier que r est 

racine. 

m. Chercher si Féquation 

g^^(a-{-hi- ab)fl5» + ah{a + & + 1)«— a&'— a'&= 

admet des radnes exprimées rationnellement en a et h. 

lY. Si une équation du troisième degré n'admet pas de racines commensu- 
rables, elle n'acknet pas de racines multiples. 

V. Le théorème précédent s'applique à une équation du cinquième degré, et 
ne s'applique pas à une équation du quatrième. 



CHAPITRE Y. 

220. Le théorëmd à la démonslration duquel est consacré ce 
chapitre donne le moyen d'obtenir exactement, et sans aucun 
tâtonnement, le nombre des racines réelles d'une équation com- 
pflse^ etitre deux limites domiëes gnekonqMs. 

Soit 

(1) Aa^ + Aiaî*^* + A,af^*+ +A,^.4«+ Ai=0. 

Une équation numëriqud de degré queleonque te'ajant pas 
de racines multiples, on commencera par exécuter le calcul 
qui sert à trouver si elle a des racines égales, en opérant de la 
manière que nous allons indiquer. En désigtiartt paf V le pre- 
mier membre de l'équation (1) et par V sa dérîTée, on divisera 
V par V, et quand on aura obtenu un reste de degré inférieur 
à Y', on changera les signes de tous les termes. Soit Vî le reste 
ainsi changé de signe : otï divisera V par Vj, et eh changeait le 
signe de reste on obtiendra un polynôme V| de degré moindre 
que Vif la dlf Isîoft de Vf par Vg donnera de même un reste qai, 
changé de signe, sera désigné ()ar V4, et Ton continuera cède 
opération autant de fois qu'elle sera possible, en obtenant une 
série de polynômes de degrés décroissants, liés les uns aux 
autres, d'après la défînition de la division , par des relations 

de la forme 

V = Y/Q, - Yt, 

Y' = YtQ.-Y,. 

(2) Y, = Y3 Q, - V*, 



Y.-, = Y.-, Q.-,-Y.. 



Le dernier reste Yr sera numérique ; car, d'une part, aucun des 
polynômes Y', Yj, Y|... ne peut évidemment diviser le précédent 
sans diviser tous ceux qui le précèdent, et par suite Y et Y', qui 
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pntr hypothèse n'ont pas de facteur commun; et, d'autre pstrt, 
^iYr n'est pas numérique, on peut diviser Vr-i t^ar Vr et obtenlf 
tin reste de plus, V,h-i- 

Cela posé, la considération des fonctions V, T, Vt...Vr four- 
nît le moyen de savoir combien l'équation T = aldmet de rai 
ernes réelles comprises entre deux nombres « et p; p étant plus 
grand que a, voici la règle qui fait connallre le nombre de 
racines : 

On substituera à la place dex le nombre « dans les fonctions V, 
V, Vf ... Vr-i, Vr, puis on écrira par ordre, sur une même ligne^ 
les signes des résultats^ et Von comptera le nombre de variations 
qui se trouvent dans cette suite de signes. On écrira de même la suite 
des signes que prennent ces mêmes fonctions quand on y remplace 
X par le nombre p, et l'on comptera le nombre des variations de cette 
seconde suite. Autant elle aura de variations de fnoins que la pre^ 
mière , autant F équation V = aura de racines réelles comprises 
entre a et p. Si la seconde suite a autant de variations que la pre- 
mière , V équation V = n*adm^t aucune racine comprise entre a et 
p; la seconde suite ne pourra^ dans aucun cas y admettre plus de 
variations que la première. 

Ml. Pour démontrer ce théorème, il faut examiner com- 
ment le nombre des variations formées par les signes des fonc- 
lions V, V, Vî,...Vr, pour une valeur quelconque de x, peut 
s'altérer lorsque x passe d'une manière continue de la valeur 
a à la valeur plus grande p. 

Quels que soient les signes de ces fonctions pour une valeur 
de X déterminée, lorsque x croît par degrés insensibles au delà 
de cette valeur, H ne peut arriver de changement dans cette 
suite désignes qtfautant que l'une des fonctions V, V,'...Vr change 
de signe, et par, conséquent devient nulle. Il y a deux cas à 
examiner, selon que la fonction qui s'évanouit est la première 
V, ou l'une des autres fonctions V, Vt, ... Vr-i intermédiares 
entre V et Vr. La dernière Vrue peut changer de signe, puisque 
c'est un nombre positif ou négatif. 

Voyons, premièrement, quelle altération éprouve la sullé des 
^gnes, lorsque a?, en croissant d'une manière continue, atteint 
et déoasse une valeur qui annule la première fonction V. 
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Désignons cetle valeur par a; la fonction V dérivée de V ne 
peut pas être nulle en mêrae temps que V, ^)uisque par hypo- 
thèse l'équation V = n'a pas de racines égales ; considérons 
des valeurs de x très-peu différentes de a i si en désignant par 
h une quantité positive aussi petite qu'on le voudra, on fait, 
tour à tour, x^=a — h et a? = a-f-/i, la fonction V aura, 
pour ces deux valeurs, le même signe que pour x^a^ car on 
peut prendre h assez petit pour qu'elle ne s'évariouîsse pas, et, 
par suite, ne change pas de signe tandis que a? croît de la valeur 
a — h h la valeur a-\-h; cela posé, désignons V par F (a?), 
on a 

¥{a + h) = V (a) + hr{a) + j^ F"(a) -f- 



• • 



ou, en observant que F (a) est nul et que F'(a) ne l'est pas. 

On voit , d'après cette formule, que pour des valeurs très- 
petites de /i, F(a + /i) a le même signe que F'(a)> et, par suite, 
que F'(a -|- h)]\ il n'y a donc pas, pour a? = a -f- /i, de variations 
entre V et V. 

On trouvera de même 

et F (a — h) est, [par conséquent, de signe contraire à F(a), par 
suite à F'(a — h), en sorte que pour a?= a — /i, il y a une va- 
riation entre V et V. 

Les signes des fonctions V et V formaient donc, dans la 
suite, une variation avant la valeur pour laquelle V est nulle, et 
cette variation s'est changée en permanence lorsque x a franchi 
cette valeur. 

Quant aux autres fonctions V, Vî ... V,., chacune aura pour 
a? = a + /i le même signe que pour a?= a — /i, si toutefois au- 
cune ne s'évanouit pour a? = a en même temps que V. 
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La suite des signes des fonctions Y, yt,...yr perd donc une 
variation lorsque Xy en croissant, dépasse une valeur a qui an- 
nule V sans annuler aucune des autres fonctions V, Vf, ... Vr. 
Il faut examiner ce qui arrive lorsque Tune de ces fonctions 
s'évanouit, soit pour une valeur de x égale à une racine de 
V=0, soit pour toute autre valeur de cette variable. 

222. Soit V» une fonction intermédiaire entre Y et Vr, qui 
s'annule pour a? = 6 (V*, bien entendu, peut désigner la fonc- 
tion V aussi bien que les autres), cette valeur 6 de a? ne peut 
réduire à zéro ni la fonction V»m qui suit Vn, ni la fonction 
V^ qui le précède. (Si V^ désignait V, y^-i désignerait V.) 
On a, en effet, entre les trois fonctions consécutives , Vn-i , V», 
y»+i, une relation de la forme 



(3) V^==V.On~V 



n+i> 



et si deux fonctions consécutives Vn-i, V» étaient nulles pour la 
même valeur de a?, celte équation prouve que Y^+i le serait 
aussi ; et comme on a 

il en serait de même de Vin-t, puis de V,+,..., et Ton prouverait 
enfin que V^ est nul pour cette même valeur de x ; or, cela est 
impossible puisqu'il est égal à une constante. 

Cela posé, substituons à x deux nom7)res 6 — /i et 5 + ^, très- 
peu différents de 6, les deux fonctions Vn-i et Vn+i auront, pour 
ces deux valeurs de a;, les mêmes signes que pour x==b, puis- 
qu'on peut prendre h assez petit pour que V^-i et Vn+i ne chan- 
gent pas de signes dans l'inlervalle ; mais Vn étant nul par hy- 
pothèse pour a?=5, l'équation (3) prouve que Vn-i et V^+i sont de 
signes contraires, et, par suite, quels que soient les signes de V^ 
pour x = b — h ei pour x = b-^h, les trois fonctions 

présenteront toujours une permanence et une variation, Vn 
ayant nécessairement le même signe que l'un des deux qui le 
comprennent et un signe différent de l'autre. 

Alg sp. B. ^^ 
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Il n*y a donCi lorsque a;, franchissant la valeur 6, passe de 6— /i 
kb+h^ aucun changement dans le nombre total des variations 
de la suite. 

Il est donc prouvé que chaque fois que la variable w^ en crois- 
sant d'une manière continue, atteint et dépasse une valeur qui 
rend Y égal à zéro ; la suite des signes des fonctions Y» Y', Vt, 
Yr perd une variation formée sur sa gauche par les signes de 
Y et de Y', laquelle est remplacée par une permanence ; tandis 
que les changements de signes des fonctions intermédiaires Y', 
Yf«. Yfw| ne peuvent jamais augmenter ni diminuer le nombre 
total des variations. En conséquence, si l'on prend un nombre 
quelconque a, positif ou négatif, et un autre nombre quelcon- 
que p, plus grand que a, et si Ton fait croître âp de « à ^, autant 
il y aura de valeurs de x comprises entre « et p qui rendent Y 
égal à zéro, autant la suite des fonctions Y, Y' ... Vr pour x=^p 
présentera» de variations de signes de moins que poura?s=a. 
C'est le théorème qu'il fallait démontrer. 

225. Dans les divisions successives qui servent à former les 
fonctions Yj, Yi...Vr, on peut, avant de prendre un polynôme 
pour dividende ou pour diviseur, le multiplier ou le diviser par 
tel nombre positif qu'on voudra. Les fonctions Yj, Y»,.. .Yr, qu'on 
obtiendra en opérant ainsi, ne différeront que par des facteurs 
numériques positifs de celles que nous avons considérées, et 
qui figurent dans les équations (2); de sorte qu'elles auront res- 
pectivement les mêmes signes que celles-ci pour chaque valeur 
iex. 

Cette remarque permet de faire en sorte que les coefficients 
des divers polynômes soient entiers, pourvu que ceui de l'é- 
quation Y = le soient eux-mêmes. Mais il faut bien prendre 
garde que les facteurs numériques que l'on introduit ou qu'on 
supprime soient tous positifs. 

224. Si Tune des fonctions Y', Yj.^.Yr-i se trouve nulle pour 
l'une des limites a? = a, a?=: p, il suffit de compter les variations 
en omettant la fonction qui est nulle. Cela résulte de la démons- 
tration qui a été donnée (222) dans le cas où l'une desfonetions 
intermédiaires s'évanouit Lorsque la fonction Y» s'annule en 
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effet pour a? = a, on a vu que pour a?=a — h, Vn-i, V» et Vn+i 
forment une variation, et une seule. Or cette variation subsis- 
tera lorsqu'en omettant la fonction Vn, on considérera Vn-i et 
Vn+i qui sont de signes contraires, comme formant deux fonc- 
tions consécutives. 

Si V se trouve nul pour a?=a, on en conclut que a est racine 
de Téquation proposée, et la règle s'appliquera à la recherche 
de nombre de racines comprises entre a -f ^ et p. a + /i four- 
nira entre Y et Y' (221) une permanence, et donnera aux autres 
fonctions le même signe que la valeur «. 

228. Lorsque l'on pourra reconnaître que Tune des fonctions 
Y», intermédiaire entre Y et Yr, conserve constamment le 
même signe, pour les valeurs de x comprises entre a et p, il ne 
sera pas nécessaire de considérer les fonctions qui suivent Y», 
la démonstration pourra se faire sans aucun changement^ en 
réduisant la suite à Y, Y, Yi...Yn. 

926. Si l'on prend l'un des nombres « et p très-grand et né*- 
gatif, et l'autre très-grand et positif, en faisant a= — oo, p=-f.oo, 
le théorème de Sturm fera connaître le nombre total des racines 
réelles. Pour que toutes les racines soient réelles^ il faut et il 
suffit que leur nombre soit égal au de^ré m de l'équation Y=0. 
Mais le nombre des fonctions Y, V', Yf...Yr est, tout au plus, 
m-f- 1, et, par conséquent, le nombre des variations, au plus 
égal à m, ne peut atteindre cette limite que si la suite est com- 
plètôy c'est-à-dire si les degrés successifs vont en diminuant pré- 
cisément d'une unité de chaque fonction à la suivante. Il faut 
de plus, pour que toutes les racines soient réelles , que la sub- 
stitution de — 00 à la place de x ne donne que des variations, et 
celle de -f 00 que des permanences. Les degrés des fonctions 
étant alternativement pairs et impairs, on voit aisément que les 
deux conditions exigent l'une et l'autre que les coefficients des 
premiers termes soient tous de même signe, et que cela est 
suffisant. 

227. Considérons l'équation 

2?* — 2a; — 5 = 0, 
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OU a 

V = aj»— 2a?— 5, 
V'=3a?*— 2. 

Pour former V,, il faut diviser V par V; mais afin d'éviter les 
coefficients fractionnaires, multiplions d*abord Y par 3, on ob- 
tient ainsi le reste — kx — 15, et Ton a 

V, = 4a?+ 15. 

on divise ensuite Y par Vf après avoir multiplié V par 4, ainsi 
que le reste du premier degré; le reste obtenu est -f 643; on a 
donc 

Vi = — 643. 

Si Ton fait dans les fonctions V,V',Vi,Vi, x=— a>, la suite des 
signes esl — |— , elle présente deux variations; pour a?=+ <»> 
les signes sont + + 4 — , il y a tfue variation seulement et 
Téquation proposée admet par conséquent une seule racine 
réelle. 

928. Cherchons, comme seconde application, la condition 
pour que l'équation 

ait les trois racines réelles. 
On a 

V = 3aî» + p, 

on obtient Yt et Yt par les divisions successives. Pour éviter les 
fractions , on a soin de multiplier le dividende par 3 dans la 
première division, et dans la seconde, par 4p^, qui est positif, 
on trouve 

Vi = — 2pa? — 37, 

Ys = — 4p» — 21q\ 
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Lorsque x passe de — oo à + oo , la suite V, V, Vf, Vs doit 
perdre trois yariatlons ; il faut donc qu'elle en présente trois pour 
a; = — oo, et n'en ait plus aucune pour a? = -f- ». C'est-à-dire 
que les coefficients des premiers termes 

1, 3, — 2p, — 4|)»— 27g* 

soient tous de môme signe. On doit donc avoir 

4p»+27g*<0 

qui sont bien les conditions obtenues par d'autres méthodes, 

RÉSUMÉ. 

220. Ënoncé du théorème de Sturm. — 221. La suite des fonctions 
définies dans l'énoncé perd une yariation lorsque x, en croissant, 
franchit une racine de Téquation proposée. — 222. Aucun change- 
ment ne se produit dans le nombre total des variations, lorsque x 
franchit une racine de Tune des fonctions auxiliaires. — 223. H est 
permis, dans les opérations, d'introduire ou de supprimer des fac- 
teurs numériques positifs. — 224. Cas où Tune des limites est racine 
de la proposée. — 212fl$. Cas où Ton peut réduire le nombre des fonc- 
tions. — 226. Conditions pour que toutes les racines d'une équation 
soient réelles. —227, 228. Applications du théorème. 
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CHAPITRE PREMIER. 

NOTIONS SUR LA THÉORIE BES BIFFÉRENOE0* 

S I. Différences des divers ordres. 

229. DÉFINITION DES DIFFÉRENCES. Si Ton coTisidère une suite 
de nombres qui se succèdent suivant une loi quelconque, les 
différences, obtenues en retranchant chacun d'eux de celui qui 
le suit, forment une nouvelle suite, dont les termes se nomment 
les différences des termes de la première. 

Ainsi, la suite proposée étant représentée par 

[1] Vo, yi,i/2»y8, ... !/— i,y*i; 

la suite des différences sera 
[2] 2/1 — Vo, 2/2—1/1, 2/8—2/8,... Vn—Vf^i; 

iVi — 2/o) est la différence de 2/0; (î/s— 2/i)> la différence de t/t; 
{Vn — 2/»i-i)> la différence de y^^. Pour former la différence de 
2/«, il faudrait connaître un terme de plus dans la suite [1]. 

Pour désigner les différences, on se sert souvent du signe A. 

Ainsi, Ai/k désigne la différence (i/k+i — t/k). D'après cette nota- 
tion, les termes de la suite 

1/8, 2/0 yt, . . • Vi», 

auront pour différences 

Ayo, Ai/i, Aj/,, . . . A2/„-4. 

230. DÉFINITION DES DIFFÉRENCES SECONDES. Une SUitC qUCl- 

conque de nombres étant donnée, leurs différences forment 
une nouvelle suite, ayant un terme de moins que la première. 
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L'oû peut opérer sur cette suite, comme sur celle qui lui a 
donné naissance, et former les différences des différences, 
que l'on nomme des différences secondes. Ou les désigne par le 
signe A*. 
Ainsi, étant donnée la suite 

Vùi Vly Vli • • • Vnf 

les différences premières seront désignées par 

Ayo, Ay4, At/„ . . . Ai/^i; 
et les différences secondes 

. Aî/4 — Ay 0, At/j — Ay, , . . . Ay„.4 — Ay»^, 
le seront par 

A^Vo, A'Vi, . . . A*yn_,. 

Cette nouvelle série a évidemment un terme de moins que la 
précédente, et, par suite, deux termes de moins que la proposée. 

251. Définition des différences d'ordre quelconque. Si 
Ton opère sur la suite des différences secondes, comme on l'a 
fait sur la suite proposée, on formera les différences des diffé- 
rences secondes, que Ton nomme des différences troisièmes, et 
que l'on désigne par le signe A*. 

Ainsi, les différences 

A«i/i— A'yo, A^y^— A'y^, ... A^i/n-j — A»y«-» 

se désignent par A'y^, A^. . • . A'yn-s- 

On conçoit que l'on peut continuer ainsi indéfiniment, et for- 
mer les différences quatrièmes, cinquièmes, etc., qui se dési- 
gneront par les signes A*, A^ . . . ; le nombre de ces différences 
n'étant limité que par celui des termes de la suite proposée. 
Ainsi, deux termes ne donnent lieu qu'à une différence pre- 
mière, et il n*y a pas lieu déconsidérer leur différence seconde. 
Trois termes donnent lieu à deux différences premières et à une 
différence seconde; il n'y a pas lieu de considérer leur diffé- 
rence troisième. En général, m termes donnent lieu k(m — l) 
différences premières, à (m — 2) différences secondes, ... à 
une différence (m — a)°*«; il n'y a pas lieu de considérer leur 
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différence wr^. Si une suite est illimitée, on peut considérer des 
différences d'un ordre illimité. 

252. Usage des différences pour la formation des carrés. 
Nous commencerons par montrer, par deux exemples simples, 
de quelle utilité peut être la considération des différences. 

Considérons la suite des carrés des nombres naturels i 

[1] 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100...; 

les différences premières sont : 

[2] 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19...; 

et les différences secondes, 

\o\ 2, 2, 2, 2, À^ 2, 2, 2. . • , 

sont toutes égales entre elles. La démonstration est tellement 
simple, que nous croyons pouvoir nous dispenser de la donner 
ici. 

D'après cette remarque, si Ton voulait former la table des 
carrés des nombres naturels, on commencerait par écrire la 
suite [2], ~ 

[2] 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, J7, 19..., 

puis le premier terme de la suite des carrés, qui est 1 ; et il est 
évident que chaque carré s'obtiendrait du précédent, en ajou- 
tant le terme correspondant de cette suite [2]. 
Ainsi, on dirait 3 et 1,,4; 4 et 5, 9; 9 et 7, 16, etc. 

235. Usage des différences vour la formation des cubes. 
Considérons la suite des cubes : 

[1] 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729,.-..; 

les différences premières sont : 

[2] 7, 19, 37, 61, 91, 127, 169, 217,...; 

les différences secondes sont : 

[3] 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48,,..; 
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et les différences (roisièmeSi 

[4] 6, 6, 6, 6, 6, 6, 

sont constantes et égales à 6. Cette loi est générale. En cflfef, 
quatre cubes consécutif sont : 

les différences premières sont : 

3a«+3a+l, 3(a+l)»+3(a+l) + l, 3(a+2)^+3(a+2)+l; 
les différences secondes sont : 

3[(a+l)*-a»] + 3, 3[(a + 2)»-(a4-l)^] + 3, 
c'est-à-dire, en réduisant, 

6a + 6, 6{a+l) + 6; 

et la différence de ces deux expressions, c'est-à-dire, la diffé- 
rence troisième, est évidemment 6. 

D'après cela, pour former un tableau des cubes, on formerait 
successivement les suites [4] [3] [2] [i], chacune permettant 
d'obtenir la suivante par de simples additions. Ainsi, ayant écrit 
la suite [3] sur une ligne verticale, on obtiendra la suite [2] en 
écrivant son premier terme 7, et en remarquant que chacun des 
autres se forme du précédent par l'addition du terme correspon- 
dant de la suite [3]. 



12 

18 
24 
30 
36 
42 
48 
64 
60 
66 
72 
78 



7 

19 = 12 + 7 

37 = 18 + 19 

61 = 24 + 37 

91 = 30 + 61 

127 = 36 -f 91 

169 = 42 -f 127 
217 = 48 -f 169 
271 =r 64 4- 217 
331 = 60 + 271 
397 = 66 -f 331 
469 = 72 4- 397 
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Ayant ainsi formé la suite [2], c'est-ànlire les différences pre- 
mières des cubes, chaque cube pourra se déduire du précédent, 
en lui ajoutant la différence correspondante, en sorte qu'ils se 
déduiront tous du premier 1, par de simples additions. 

Ainsi, ayant écrit, sur une ligne verticale, les différences pre* 
mières obtenues plus haut, on formera la série des cubes, comme 
l'indique le tableau suivant : 



7 


l 


19 


8= 7+ I 


37 


27=19+ 8 


61 


64—37+ 27 


91 


125=61+ 64 


127 


216 — 91 + 125 


etc. 


etc- 



Le tableau suivant résume les résultats que nous venons 
d'obtenir. 



CUBES. 


DUj'FÉRENCES 
1'". 


1 


7 


8 


19 


27 


37 


64 


61 


125 


91 


216 


127 


343 


169 


512 


217 


729 









DIFFÉRENCES 


DIFFÉRENCES 


2m«â^ 


3»«-. 


12 


6 


18 


6 


24 


6 


30 


6 


36 


6 


42 


6 


48 




1 


' 



Pour former ce tableau, on écrit d'abord, dans la première 
colonne de gauche, trois cubes consécutifs, 1, 8, 27; on en con- 
clut les deux différences premières, 7 et 19, que Ton écrit dans 
la seconde colonne, et la différence seconde 12, que Ton écrit 
dans la troisième. Puis, après avoir écrit plusieurs fois, dans la 
qualrième colonne, la différence troisième qui est toujours 6, on 
ajoute cette différence à celle qui est à sa gauche, en disant : 
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6 et 12... 18; 6 et 18... 24; 6 et 24... 30, etc.; on forme ainsi la 
troisième colonne. On forme de même la seconde colonne à 
l'aide de celle-ci, en disant : 18 et 19... 37; 24 et 37... 61; 30 
et 61... 91 9 etc. Enfln la seconde colonne, ainsi construite, sert 
à former la première; on dit : 19 et 37... 64; 61 et 64... 125; 91 
et J 25... 216, et ainsi de suite. 

On voit qu'un nombre quelconque du tableau est égal au nombre 
placé au-dessus de lui dans la même colonne^ augmenté de celui qui 
est à la droite dtce dernier dans la colonne suivante, 

% IL Formules des différences. 

254. Expression de A'w^, en fonction de Mo, w», t/t,... t/^. 
Lorsque (n+ 1) quantités 

Uo, îii, U\y, . Wnj 

sont données, il n'y a aucune difficulté à former, d'après ce qui 
précède, leurs dijQférences successives jusqu'à la n"« inclusive- 
ment; nous ne nous bornerons pas cependant aux indicatious 
qui permettent d'efiectuer ces calculs, et nous donnerons la for- 
mule qui en exprime le résultat général. 
On a, d'après les définitions : 

A*Wj==Aui— Aro~'U2— 2wi-[-t^o> A*wi=At*, — Aui=t/8—2wt-f «!,••• » 
A'î/o = ^'^J — ^^^0 = {^h — 2(«i-j- Ui) — (^2 — 2Wi + Mo) 
n= Ut — 3l*i+ 3Wi —I/o. 

Sans aller plus loin, on peut prévoir la loi suivante : la diffé- 
rence de rang p 5e forme en multipliant Up, Up-i... Uo par les coef' 
ficients du développement de (x — a)**. 

Pour montrer que cette loi est générale, nous allons faire 
voir, qu'en l'admettant comme vraie pour une différence d'un 
certain ordre, elle est vraie, par cela même, pour la diflférence 
d'ordre immédiatement supérieure. 

Soit donc : 
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Celte formule, donnant la différence p"* du premier terme d'une 
suile quelconque en fonction des ip+l) premiers termes, nous 
pouvons l'appliquer au calcul de SPu^ en considérant Ut comme 
premier terme de la suitfe 

m 

cela revient évidemment à remplacer, dans la formule [1], t/, 
par Uu u^ par u,,..., c'est-à-dire à augmenter tous les indices 
d'une unité. On aura, par suite, en verm de la même formule : 

ou, en retranchant l'égalité [l] de l'égalité [2] : 

A'+«u,=A'u,-A»u. = u,,,-(p + l)u,+ (£l^^ + p)«,., 
/ pfp-l)(p-2) , p{p—\) \ 

~\ iXâ "" 1.2 ;"^î+'- 

Or (46) la somme de deux coefticients successifs du développe' 
ment d'un binôme forme un coefficient du développement de la 
puissance immédiatement supérieure; on peut donc écrire : 



A'^'"o=u,,i - (p + 1)M,+ \lLX^u^^ 



(P±J)P 
1.2 



(p4-i)p(p— i) „ , . 
Til «^»-t-— » 

c'est précisément ce qu'il fallait démontrer. 

258. Expression de u^ en fonction de i^ et de ses p diffé- 
rences SUCCESSIVES. Réciproquement, si l'on donne Uo et ses n 
différences successives Awo> A*Wo>-- ^X» on peut calculer es 
termes successifs U|, u,,».. Un\ nous donnerons aussi la formule 
générale, à laquelle conduit ce calcul. 
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On a« par définition : 

1ij = Uo + At/o, 

Wj=ii,+ Au,=Uo+ 2 Awo+ A'î^o + Awj + A*Uj, 

= Uo -f 2 AUo + A^ î/a + (At/o+A»t/o) -h(A'Wo+ ^X' » 
=«e4-3AUô + 3AX4 A*i/j; 

et Ton aperçoit immédiatement la loi suivante. 

Le terme Up, de rang (p + 1)> ^^ forme, en multipliant Uo et les 
différences sitccessivest Auo, A^w^, A'Uo... A^ih, par /e* coe/JScienlJ 
dw développement de (x + a)p. 

Pour démontrer que cette loi est générale, nous prouverons 
encore, qu'en l'admettant comme vraie pour un terme de cer- 
tain ordre, elle est vraie, par cela même, pour un terme immé- 
diatement suivant. 

Supposons donc que l'on ait prouvé la formule : 

[1] t^^ = i/o+pAwo+^^^^^A*Mo4-... + A''Uo. 

Cette formule donne le (p+l)*^ terme d'une suite quelconque 
î/q» Wi, Uiy.. u^, en fonction du premier et de ses p différences 
successives ; si donc nous appliquons la même formule à la série 

AUg, luu Aus... AUp, 

elle nous donnera le (p+ !)"*• terme Aw^ en fonction du pre- 
mier Au, et de ses p différences successives qui sont évidem- 
ment A^w^, A'ug... AP+*wo ; on aura donc : 

[2] Aw,= At^o + pA«tio+^^f^^ aX+... + A''+»î/,; 
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formule qui se déduit de [1} en augmentant d'une unité les in« 

dices des A. En ajoutant les formules [l] et [2], il vient : 

^P^i =u^+^u^ = u, + (p + 1) lu. 

et, comme (46) la somme de deux coefficients consécutifs de la 
puissance p d'un binôme est un coefficient de la puissance (p+l)i 
cette égalité peut s'écrire : 

u,,,=-.Uo+(p + l)Auo + ^.2^AX 



ce qui est précisément le résultat qu'il fallait obtenir. 



S III. Différences des polyaomes. 

236. Nous avons reconnu (232), que la suite des carrés des 
nombres naturels a ses différences secondes, et la suite des 
cubes ses différences troisièmes égales à une constante. Cette 
proposition s'étend aux différences quatrièmes de la suite des 
quatrièmes puissances, aux différences cinquièmes de la suite 
des cinquièmes puissances, etc. Mais, sans nous arrêter à ces 
propositions, nous démontrerons le théorème suivant, dont elles 
lont évidemment des cas particuliers. 

Théorème. Si dans im polynôme en x, de degré m, on substitue 
à X une suite de nombres en progression arithmétique^ ks différences 
m"^ des résultats obtenus sont constantes. 

Soit, en effet, le polynôme : 



224 LIVRE IV. 

Supposons que Ton substitue à x les valeurs successives 

^o> ^ê ")" ^> a?| -f- 2/i,..., (To + n/i...; 

désignons par y«, y*, yt,..., y»,.., 

les valeurs correspondantes de y. Toutes ces valeurs sont évi- 
demment des polynômes, de degré m, en rro, dont les coeffi- 
cients dépendent de A : car on a : 

fix.'^-ph) =V(ph + œo) = V{ph) + F'(ph)x^ 

I F-W ,, , F-(M) 
+ 1/2' ^* ^-^^ 1.2...m^« • 

De plus» il est clair que» pour passer de Tune de ces valeurs 
à la suivante, il suffit d'y changer a?© en (a?© + ^)- On a, en eflfet, 
en considérant deux valeurs consécutives de y, y^ et y^| : 

y^=f{x,-fph), y,,i = f[Xo+{p + l)h-]; 

et il est évident que {a?o+(P+l)*} peut se déduire de (x^+ph), 
en y changeant rcb en {x^+h). 

Gela posé, les difl'érences premières Ay,, ^y^^ Ay^... sont des 
polynômes du degré (m — 1) en x^, dont les coefficients dépen- 
dent de h. On a, en eâet : 



• • . • 



Or on sait que F'(a?J est un polynôme de degré (m— l), 
F'(a?o) un polynôme de degré (m — 2), etc.; la proposition est 
donc démontrée pour Ay©. Il en résulte qu'elle est vraie pour 
les différences suivantes, Ayi, Ay»,...; car chacune d'elles se dé- 
duit de la précédente, en changeant a?, en (a?o + /»); ce qui ne 
change pas son degré, par rapport à Xf^. 

La série 

[2] Ayo, Ay„..., Ay^..., 

pourrait donc s'obtenir, en substituant successivement à a?, dans 
un certain polynôme, de degré (m — 1), les valeurs a?o,a?«-}-A.... 
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Si donc nous appliquons à cette suite ce qui a été dit de la 
suite, 

déduite de la même manière d'un polynôme de degré m, nous 
verrons que les différences des termes de la série [2], c'est- 
à-dire 

[3] A»Vo, A*î/4,..., AVn, 

sont des polynômes, de degré (m — 2), en ajo, et que chacun se 
déduit du précédent, en y changeant a?© en (a?o + /*)î en sorte 
qu'ils peuvent tous se déduire d'un même polynôme, en y chan- 
geant X enrTo, iTo + Zi, a?o + 2A,... 

Si nous appliquons à la suite des différences secondes le 
théorème dont nous avons déjà deux fois fait usage, nous ver- 
rons que les différences des termes de la série [3], c'est-à-dire 

sont des polynômes, de degré (m — 3), en a?,. 

Et, en continuant de la même manière, nous verrons que les 
différences quatrièmes sont des polynômes de degré (m — 4), les 
différences cinquièmes, de degré (m— 5),... et enfln les diffé- 
rences m™% de degré 0, c'est-à-dire indépendantes de x^; ce 
qui prouve le théorème énoncé. Car, pour obtenir chacune de 
ces différences, on doit changer, dans la précédente, Xo en 
(x^+h); et elles sont, par conséquent, constantes, quand elles 
ne contiennent pas x^. 

257. Remarques. En revenant sur les détails de la démon- 
stration précédente, on peut faire plusieurs remarques utiles. 

Rebiarque I. On a trouvé la formule : 
[1] A|/o=:i/i-2/o=F(a?o + /i)-P(a^) 

On voit que l'accroissement h est facteur dans le second mem- 
bre; et qu'il le sera encore, si l'on remplace x par (a?o + ^), 
(a?. -j-2/i), pour former les différences Aj/i, Ay„...; en sorte 

Alg. sp. B. 15 
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que toutes les diflférences premières contiennent en facteur Fac- 
croissement h. 

Bemarque II. Il est évident que, si le polynôme proposé F (a;} 
renfermait h en facteur, ce facteur se retrouverait dans les dé- 
rivées successives F' (a?), F"(a?o)... F*"(a?o); et, par suite, tous les 
termes de la différence contiendraient, non plus seulement A, 
mais h* en facteur. Il résulte de là que, la différence première 
étant un polynôme qui contient h en facteur, la différence se- 
conde contiendra /i* en facteur à tous les termes. La formule [1] 
prouve, en général, que, si un polynôme F (a;) contient en fac- 
teur une puissance h^ de /i, sa différence contiendra à tous les 
termes le facteur h^^^ ; et il en résulte de là, que les différences 
des différences secondes, c'est-à-dire les différences troisièmes, 
contiendront le facteur /i% que les différences quatrièmes con- 
tiendront le facteur /i*, et ainsi de suite. 

On voit que, si l'accroissement h décroît de plus en plus, les 
différence décroîtront suivant une loi d'autant plus rapide que 
leur ordre sera plus élevé. 

Remarque III. L'expression générale de Ayo, 

est, comme nous l'avons dit, un polynôme, de degré (m — l), 
que l'on peut ordonner suivant les puissances de a?o- Si Aa;* re- 
présente le premier terme de F (a?), il est facile de voir que le 
premier terme de At/o sera le premier terme de F' (x^) h, c'est- 
à-dire, 7nÀa?"*~*/i; et que, par suite, Ai/o, Ar/i, Ai/j..., s'obtiendront 
en substituant à x les valeurs a?o, (^o + ^)> (^o + 2^)... dans un 
polynôme dont le premier terme est m/iAa?"*~'. En appliquant 
à ce polynôme le résultat trouvé pour F (a;), on verra que les dif- 
férences premières de ce polynôme, c'est-à-dire les différences 
secondes de F (a;), peuvent s'obtenir en substituant à a? les va- 
leurs a?o, (a?o + ^)'--> <îans un polynôme dont le premier terme 
est m(m— 1) A/i^a?**-^ On verra de même, que le premier 
terme du polynôme, qui donnerait les différences troisièmes, 
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est m (m— 1) (m — 2) ^h^x"^^. Enfin la différence w"?, qpi se 
réduit à un seul terme, puisqu'elle est indépendante de a?,, est : 

m(m—l) (m— 2) (m— 3)...2A/i"'. 

Les polynômes en a?, dont il est question ici, se nomment les 
difTérences première, deuxième, troisième,... m"»», du polynôme 
t/=:F(a7), et se désignent paries notations Ay, A*?/, A'y,... A*"?/. 

258. Application au polynôme pu troisième degré. Si nous 
considérons le golynome du troisième degré : 

[1] y=za^+px* + qx + r, 

nous trouverons sans peine, en y remplaçant x par (x + h), et 
en retranchant [l] du résultat : 

[2] ^y=Zx^h-{'i3h^'j-2pp,)x + h^'\-ph^ + qh; 

de même, eii remplaçant x par (x+h) dans [2], et en retran- 
chant ensuite [2] du résultat, op a : 

[3] * A«y = 6a?V + 6/i»+ 2ph^ ; 

et, en opérant sur [3] de la même manière, on a : 

[4] A»y = 6/i*. 

Pour obtenir les valeurs de Ai/©, At/,, Ay,...; A*yo, A^y^..., il 
suffira de remplacer, dans le second membre des foripules [2] 
et [3], X par a?o. (^o4-^)> ^tc. 

Si Ton voulait former les valeurs numériques de la fonction y 
et de ses différences, il faudrait procéder comme on Ye^ indiqué 
pour former le tableau des cubes. 

239. Exemple. Soit, par exemple, le polynôme 

y = rr* — 5a?' + 6a? — 1 ; 

formons les valeurs que prend ce polynôme pour des valeurs 
enlières de la variable. Si Ton fait successivement a? =^ — 1 , a? = 0, 
a? = 1, pn trouve pour valeurs correspondantes de y, y = — 13, 
!/=— 1> !/= 1, dont les différences premières sopt 12 et 2, et la 
diprence seconde est — 10. Quant 4 1^ différence troisième 
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de y, on sait qu*elle est égale à 6. On disposera ces résultats de 
la manière suivante : 



X 


y 


^y 


A^ 


A»i/ 










6 










6 










6 


— 1 


—13 


12 


—10 


.6 





— 1 


2 




6 


+ 1 


+ 1 






6 



et Ton remplira ensuite les différentes colonnes, en remarquant 
que^haque terme de l'une d'elles (la première colonne exceptée) 
est égal à celui qui est au-dessus . augmenté du terme corres- 
pondant à ce dernier dans la colonne placée à sa droite. Cette 
remarque permet évidemment de prolonger les colonnes dans 
les deux sens ; on trouve : 



X 


y 


Ay 


A»v 


AV 


— 5 


— 281 


112 


— 34 


6 


— 4 


— 169 


78 


— 28 


6 


— 3 


— 91 


50 


— 22 


6 


— 2 


— 41 


28 


— 16 


6 


— 1 


— 13 


12 


— 10 


6 





— 1 


2 


— 4 


6 


1 
2 
3 
4 
5 


+ 1 

— 1 

— 1 

+ 7 
+ 29 


— 2 



8 

22 


+ 2 
+ 8 
+ 14 


6 
6 



Pour prolonger d'abord la colonne des différences secondes vers 
le bas, on dit: — 10 + 6.. .—4; — 4+6.. .2; + 2+6...8,elc 
On prolonge de même la colonne des différences premières, à 
l'aide de la précédente, en disant : — 4 + 2. .. — 2;+2 — 2...0; 
8 + 0. . . 8, etc. On prolonge de même la série des valeurs de y 
(qui correspondent à a? = 2, 3, 4, . . .) en disant : — 2 + 1. . . — 1; 
0=1... — 1 ; 8 — 1. . . 7, et ainsi de suite. 
Pour prolonger les colonnes vers le haut, on remarque qu'un 






DES DIFFÉRENCES. 229 

terme d'une colonne est la différence entre le terme placé au- 
dessous de lui dans la même colonne, et le terme placé à droite 
et au-dessus dans la colonne suivante. On prolonge donc d'abord 
la colonne intitulée A*t/, en disant :— 10 — 6... — 16; — 16 
— 6. . . — 22; — 22 — 6. . . — 28, etc. On prolonge ensuite, à l'aide 
de celle-ci, la colonne des Ay, en disant : 12 — ( — 16)... 28; 
28 — ( — 22). . . 50, etc. On prolonge enfin la série des valeurs 
de y, en disant: — 13— 28... — 41; — 41— 50. .. — 91,et ainsi 
de suite. 

240. Remarque. On voit, par l'exemple précédent, que, pour 
calculer les valeurs d'un polynôme du troisième degré, qui cor- 
respondent à des valeurs entières de la variable, il suffît de con- 
naître celles qui correspondent à trois nombres entiers consé- 
cutifs — 1, 0, -f- 1 ; en se fondant sur ce que la différence troisième 
est constante, il est très-facile d'obtenir, par de simples addi- 
tions, les valeurs suivantes. 

Si le polynôme proposé était du quatrième degré, la différence 
quatrième serait constante ; et, pour former la série de ses va- 
leurs, il suffirait de connaître quatre valeurs consécutives. Il en 
faudrait cinq pour un polynôme du cinquième degré ; et ainsi 
de suite. Il faudrait en connaître m pour un polynôme du m*^ 



degré. 



§ IV. Différences des foDCtions. 



24i. DÉFINITION. Soit une fonction quelconque i/= FÇc). Si 
Ton désigne par x une quelconque des valeurs attribuées à a?, et 
par (a? -}- h) la valeur suivante, l'expression 

ày = A(Fa?) = V(x + h) — V(x) 

se nomme la différence première de F{x). De même, si l'on change 
X en (X'\-h) dans AF(a7), la différence . 

' ^^y=^^V{x)=^¥{x+h)^^^x} 

se nomme la différence seconde de f(x). Et ainsi de suite. 
Exemple. Soit: y=^(f» 



n 
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On a : At/ = a*+* — a' = a'Ca* — - 1)^ 

c'est-a-dire qhe la différence première s'obtient en multipliant 
la fonction par la constante a". On a, par suite : 

A^kf = a'(a^ — i)\ AV = ar{al' — 1)», . . . A^y = à%à^ — \)\ 

% y. Usage des différences pour la construotion des tables namériques. 

242. Tables numériques. La considération des différences 
est fort utile dans la construttioîl des tableis dé toute espèce. Il 
arrive, en effet, presque toujours qiite, dans une série de nom- 
bres résultant d'une loi régulière, et suffisàniment rapprochés 
les uns des autres, les difiérfences tendent de plus en plus vers 
l'égalité, à mesufe que leur bt*dre â'élève. En négligieant des 
quantités fort petites, on pouiTa, à partir d'Un certain ordre, 
leur supposer, dans un certain intervalle, une valeur invariable, 
et construire la table comtne s'il s'agissait des Valeurs d'un poly- 
nôme. 

Ne pouvant donner ici là raison de fce fait général, nous nous 
bornerons à le développer sur deux exemples. 

245. Exemple I. Si l'on pose : 

y^logar, 
on aura : 

Al/ = log(a; + h) — log {x) = log H + ^j» 

Ay = loge(.--,+ 3^...) 

Puis : ^^y = log [x + 2/i) — 2log (a? + /i) -f log x 

= log (a; + 2/i) — loga?— 2 j 16g (a? + A)— logo? | 

='°*('+IV*«('+î)' 

ou AV=-logeg_§'H--.). 
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Puis: 

A»y = log (a? + 3/i) — 3log (a? + 2A) + 3log (a? + /i) — log îfc ^ 

=log(. + f)-3,.g(,+f) + 3,„g(,+î) 

/2/i' \ 

ou A'2/ = loge(— J- — etc.). 
Si Ton suppose, par exemple, x = lOOÔO et /i= 1, il viendra : 

A2/ = 0,000043427276863, 
A^î/ = 0,000000004342076, 

A»i/ = 0,000000000000868 ; 

» 

et, si ron ne voulait avoir les résultats qu'avec dix chitîres dé- 
cimaux, on pourrait négliger longtemps les différences du 
quatrième ordre, et procéder comme si la différence troisième 
était constante. On formera donc successivement les colonnes 
des différences troisièmes, secondes, premières, comme au 
n*» 259; d'où Ton déduira les logarithmes des nombres 
10001, 10002, 10003, en partant de celui de 100000, qui est 
4,000000000000000. Il faudra vérifier les résultats, au moyen 
de logarithmes obtenus directement à des intervalles éloignés. 
La méthode des différences devra les donner exacts, avec le 
nombre des chiffres que Ton veut conserver. Lorsque le dernier 
de ces chiffres cessera d'être exact, on calculera de nouveau, à 
priori, au moyen des formules (243), les différences Ay, A*y, 
A'y; et Fon se servira de ces nouvelles valeurs comme des pré- 
cédentes. 

^2 A4. Exemple IL Soit proposé de calculer, à 7 décimales 
exactes, une table de logarithmes des sinus de 10 en 10 se- 
condes, depuis 72» jusqu'à 72^ l'30". 

Nous savons que 



Sin 72» = iVl0 + 2v/5 = 0,9510565, 
C0S72«={(v/5— = 0,3090170; 
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donc, en prenant les logarithmes de ces deux valeurs, et ajou- 
tant, comme on le fait toujours, dix unités à chacun d'eux : 

log sin 1^ = 9,9782063255, 
log COS 72^ == 9,4899824. 

Reprenons les formules précédentes : 

y = log a?, 

Ay = logeg-g+....), 

A«y = loge(^— ....). 

Nous cherchons ici log sin <p, 9 étant égal à 72*, donc : 

a?=sinf. 

Déterminons maintenant l'accroissement h du sinus, correspon- 
dant à un accroissement de l'angle de iC/". 

On a : /i = sin(<p + IO'0 — sin<p; 

sin (<p + 10") =sin<p. cos 10"+cos<p.sin 10". 

it^ 10 *> 

Mais l'arc 10'= i^ox 60x60 =Q'°'^QQ^ 8481 368 1....<:^. 

Or, comme sin x>x — —, 

le sinus de 10" ne diffère de son arc, que d'une quantité moindre 

que J l—A , ou de moins de r^. De plus , cos a? > 1 — — ; 

donc le cosinus de 10* ne diffère de l'unité, que de moins 

que { U-^j , ou que d'une unité du neuvième ordre. On peut 

donc, dans la valeur de sin (9 + 10"), remplacer cos 10" par 1, 
et sin 10" par arc 10", et écrire : 

sin (<p + 10") = sin 9 +cos ® X arc 10*'; 
donc, avec une approximation de ^ja : 
♦ /i=cosf xarcio". 
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L*âDgle f est égal à 19f^; donc, en négligeant h*, on a : 

. , cos72'*XarclO*' 
^ ° sm 72* 

Or : log (log 6) = T,637 7843 

log COS 72* = 1,489 9824 

log 10^ = 5,685 5749 
Ologsin 72* = 0,021 7937 

donc log Ay = 6,835 1353 

et Ay=: 0,000 0068412. 

Gomme nous calculons les valeurs de log sin <p, à 7 décimales 

exactes, les valeurs de -j,^ et, par suite, de A^y, n'influent 

plus sur le résultat que nous cherchons ; et la fonction trans- 
cendante log sin 9, dans les limites indiquées , peut être con- 
sidérée comme une fonction algébrique du premier degré, 

fonction qui augmente de r^ environ pour chaque 10^ d'aug- 
mentation de l'angle f . 

Pour être assuré de l'exactitude du dernier résultat, il faudra 
calculer à 8 décimales et former une progression arithmétique, 
dont le premier terme est : 

log sin 72* = î,978 20632.... 

et dont la différence est 684. Ë< nous bornant aux quatre der- 
niers chiffres des logarithmes, la progression sera : 

0632, 1316, 2000, 2684, 3368, 4052, 4736, 5420, 6104, 6788. 

Supprimant le dernier chiffre, et ajoutant une unité du sep- 
tième ordre, lorsqu'il est plus grand que 5, nous aurons : 

. îog sin 72*0' 0"= r,978 2063 
log sin 72«0'10" = î,978 2132 
log sin 72*^0' 20" = î,978 2200 
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log sin72«0'30" = 1,978 2068 

log Sin 72*0'40*'= 1,978 2337 
log sin 72*0'50'' = î,978 2405 
log Siri 72*1' 0'' = î,978 2474 
log sin 72»nO'' = T,978 2542 
log sin 72*1'20"=: 1,978 2610 
log sin 72n'30"=î,978 2679 

Ce qui s'accorde parfaitement avec les valeurs fournies par les 
tables de Gallet. 

RÉSI3MÉ* 

229. Définition des différences. — 250. Définition des différences se- 
condts. — 251. Définition des différences d'un ordre quelconque. — 
252. Usage des différences pour la formation dès carrés. — 255. Usage 
des différences pour la formation des cubes. — 254. Formule qui 
exprime la différence d'un ordre quelconque. — 251$. Formule in- 
verse, qui exprime un terme quelconque d'une suite, au moyen du 
premier et de ses différences successives. — 256. La différence m*"* 
d'un polynôme de degré m, est constante. — 257. Les différences 
premières contiennent, en facteur, Faccroissemeiit h de la variable; 
les différences secondes contiennent h^ ; les différences troisièmes 
/i*, etc. Expression de la différence m««. — 258. Application au po- 
lynôme du troisième degré. — 259. Exemple. — 240. Pour calculer 
les valeurs d'un polynôme du m*»» degré, qui correspondent à des 
valeurs entières de la variable, il suffit de connaître celles qui cor- 
respondent à m nombres entiers consécutifs. — 241 . Différences des 
fonctions. — 242. Des tables numériques. — 245, 244. Applications 
à la coDStruction des tables. 

EXERCICES. 

1. Trouver, à l'aide des difTérences , la somme des carrés, la somme des cu- 
bes , etc. , des p premiers nombres entiers. 

On applique la formule du n* 9ts,en posant ii^=l'*-f.2"+3" + — •+P* 
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II. Calculer les yaleuis que prend, pour des valeurs entières de la variable, 
le polynôme 

m. Prouver que, si f{x) désigne une fonction quelconque d'une variable 
et que Ton considère là suite 

ç(a?), ç6» + ^), 9(a + 2h),...(p{x + nh), 

lesftactions ^, ^, ^...., 

ont respectivement pour limites les dérivées du premier, second, troisième or- 
dre de ç(jp). En conclure que, si h est petit, les 'différences sont, en général, 
d'âtttaiit plus petites que leur ordre est plus élevé. 



CHAPITRE II. 

J>E L'INTERPOLATION. 

S I. Énoncé de la question. 

248. DÉFINITION. L'interpolation consiste à insérer, entre les 
termes d'une suite, de nouveaux termes assujettis à la même loi. 
Ce problème est quelque/ois très-facile, lorsque la loi des termes 
de la suite est connue. C'est ainsi que, entre deux termes d'une 
progression, on peut insérer par un procédé fort simple , un 
nombre donné de moyens. Si Ton considère , au contraire, des 
nombres quelconques dont la loi soit inconnue, le problème de 
l'interpolation devient complètement indéterminé ; et pour le 
résoudre, il faut imposer aux termes inconnus une condition qui 
fasse disparaître Tindétermination. Cette conâition est, le plus 
souvent, que les différences d'tm certain ordre seront égales à zéro^ 
On en a vu un exemple dans la détermination des logarithmes 
des nombres non compris dans la table; admettre, en effet, 
comme on le fait, que l'accroissement des logarithmes est pro- 
portionnel à celui des nombres , c'est admettre que, pour des 
accroissements égaux des nombres, les accroissements des lo- 
garithmes sont aussi égaux; ou, en d'autres termes, que la dif- 
férence première des logarithmes est constante , et que , par 
suite, la différence seconde est nulle. Dans le cas des logarithmes, 
les tables permettent, d'ailleurs, de vérifier qu'il en est à peu 
près ainsi pour des accroissements du nombre égaux à l'unité ; 
et l'on conçoit qu'il doit, à fortiori , en être de même pour des 
accroissements plus petits : nous avons d'ailleurs montré (243), 
que Jes différences-secondes des logarithmes diminuent rapide- 
ment. Cette loi s'applique , du reste , à toutes les fonctions ; 
lorsque la variable croît par degrés égaux de plus en plus petits, 
les différences de la fonction diminuent d'autant plus rapide* 
ment que leur ordre est plus élevé. Lors donc que, dans la con- 
struction d'une table, on apercevra que les différences d'un 
certain ordî'e deviennent sensiblement nulles, on pourra ad- 
mettre qu'il en serait à fortiori de même pour des accroisse- 
ments plus petits : 
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Et alors le problème de l'interpolalion peut s'énoncer ainsi : 
Connaissant les valeurs Uo, Ui, ii2}..-.Un d'une fonction, qui cor- 
respondent à des valeurs Xo, Xo-j-^h, Xo + 2h...Xo + nli, de la 
variable; en admettant que^ pour des accroissements égaux quel- 
conques de X, les différences (n + !)"«• de la fonction soient égales à 
zéro y trouver les valeurs de cette fonction qui correspondent à une 
valeur donnée de x comprise entre Xo e« Xq + nh. 

§ II. Formules d'interpolatioD. 
246. Formule de newton. Reprenons la formule 

[1] Un==u,i^n^u,+-•^J~L^'u,+-^ — ^ ^\hi, 

, 71(71— l)....(n~7i+l) ,,^. 

+••••+ rxzïi ^ ^' 

qui a été démontré (255\ 

Supposons que la dernière valeur de œ , pour laquelle u est 
connu, soit représentée par x., de telle sorte que Ton ait : 

iTj = a?j -j- rihy 

et, par suite , n = — j—^ ; 

la formule [1] devient : 

/x,—xA / a;.— x, _ A 

h ^"'^ 1.2 



[2] u„ = Mo + ■—— " A«, -f i—- i- A'x, 



C-^)C^-)-(^^-"+') 

+••••+ ujz:ii '"*• 

Si, dans le second membre de cette formule, on remplace x^ 
par la lettre indéterminée x, on formera une fonction 9 (2;), 

[3] 9 {X) = «, + ^ Am,+ ^ ^ ^;/ ^ A'«., 

^ C-i^)C-i^'-i)-.C-i^'-n+o 
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qui, évidemment prend la valeur Un pour x^okt c'est-à-dire 
pour X =' x^-}- nh. 

Je dis, de plus, que si Ton y dopne h ($ les valeurs, x^jX^+h, 
a?o + 2/*,... a?i + (w— 1) Af 9 (a?) deviendra successivement t*o,i4i, 
U2,..% Uf^i ; et, comme d'ailleurs cette fonction est un polynôme 
du degré nj dont la différence n"* çst constante (Ï5S), elle rein- 
plit toutes les conditions imposées par l'énoncé, et elle est, par 
suite, la solution du problème proposé. 

Faisons, en effet, dans la fpnction 9 {x), 

x = x^'{'ph^ 

cette valeur pouvant représenter toutes les autres, si le nombre 
arbitraire p devient successivement 0, l,...n. 
On aura : 

[4] <p(a?4-p/i) = Wo+pAuo+2l£ZLL)A»u^ + .... 

.;>(P-1).».»(P-P + 1)^, 
^ ^ 1.2... .p •' 

et les termes suivant disparaissent ; car — •— devient égal à 

p, et par suite, chacun des termes, à partir du (p + 1)"*, con- 
tient (p — p) parmi les facteurs de son numérateur. Or , le se- 
cond membre de la formule [4] est (258) l'expression de u/, et, 
par suite , la fonction ç (a?) devient, comni^ nous l'avions an- 
noncé, égale à w^, quand on fait xs^rX^-^ph, et elle remplit 
les conditions de l'énonpé. 

247. Remarque I. En écrivant, comme nous l'avons fait, la 
formule : 

, . , n(n — 1)., , n(n — l)...(ri — n-^-l),. 
u,=u + nAUo+ \^ ^ AX + -"- \.2....n" - '' 

il faut avoir bien soin de ne pas supprimer les facteurs com- 
muns aux deux termes des derniers coefficients. Ainsi, par 
exemple, le coefficient de AX est l'unité ; mais on doit l'écrire: 

n(n — \),,.,(n — n-\- 1) . 
1.2....n * 
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ce qui fournit, par la substitution de — j— ^ à n, dans le numé- 
rateur, un polynôme bien différent de rimité. 

248. Remarque IL La fonction <p (a?), que nous avons trouvée 
(246), est le seul polynôme en a?, qui puisse résoudre le pro- 
blème tel qu'il a été posé. En effet, la différence (n+ 1)"' devant 
être nulle d'après l'une des conditions, le polynôme ne peul 
avoir d(j^ termes de degré plus élevé que le n"»'. Or, un tel poly- 
nôme étant désigné par ^ (x), et devant prendre les mêmes va- 
leurs que cp (x), savoir t/o, u^ Wî,...^», pour a? = a?o> ^u ^îv ^n, 
il faut que la différence <p (a?) — ^^ (x) ^annule (n -)- 1) fois , ou 
en d'autres termes, que l'équation 



(p(x) — +(a?)=0, 

admette au moins (n-f-1) racines, iro> ^i> ^ ••• ^i»; ce qui exige, 
puisqu'elle est du degré n, que son premier membre soit iden- 
tiquement nul, et que, par suite, les fonctions ç et <^ soient iden- 
tiques. 

249. Exemple. Nous donnerons une application de la méthode 
précédente. Supposons que l'on veuille obtenir le logarithme 
de 3,1415926536, par le moyen d'une table de logarithmes 
à dix décimales. On regardera les logarithmes contenus 
dans cette table, comme les valeurs données de la fonction ti, les 
nombres comme celles de a?, et Ton formera le tableau suivant: 



X 


u 


An 


àhi 


AH« 


A<u 


3,14 
3,15 
3,16 
3,17 
3,18 


0,4969296481 
0,4983105538 
0,49968?0826 
0,5010592622 
0,5024277200 


0,0013809057 
0,0013765288 
0,0013721796 
0,0013678578 


—0,0000043769 
—0,0000043492 
—0,0000043218 


0,000000077 
0,000000074 


-0,0000000003 



La différence quatrième étant extrêmement petite, on peut 
considérer la différence cinquième comme nulle. 
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Pour appliquer la formule 



a? — iTo 



1.2 



AV 



, (^)C-^-0(^H .. 

+ iX3 ^ "• 

+ ÎJJÂ ^ "•' 

nom devons faire : 

«, = 0,4969296481, 

Avo= 0,0013809057, 

AX = — 0,0000043769, 

A»i/o = 0,0000000277, 

A*Wo = — 0,0000000003; 

et comme /i = 0,oi, 

a?o=3,14, a? — a?o = 0,0015926536, 



on obtiendra : 

^^^= 0,15926536, —-5 = — 0,42036732f 

(a?— a?o) ^ £11^ = 3 

i- =—0,61357821, — ^^ = — 0,71018366. 

3 '4 ' 

Avec ces valeurs, il sera facile de mettre en nombres la for- 
mule [3], qui donnera ^^ 

W. = log 3,1415926536 = 0,4971498727. 

280. Formule de Lagrange. Il existe une autre formule, qm 
fait connaître approximativement les valeurs d'une fonction v, 
lorsqu'on connaît les valeurs t^i» Ui, Us> . . • u,», qu'elle prend pour 
des valeurs x^, a?], rrs, ... Xn, de la variable. Nous supposons 
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comme précédemment, que u soit une fonction rationnelle de 
X, du degré n. Soil donc : 

w, = a + pa? + Y^c* + . . . + {AOf ; 
on aura: Wo = a + pa?o+Y^o* + "- + H^o*, 

lij = a + pa?, 4- Yirî*+ . . . + Ma?2'*, 



et Ton pourrait déterminer a, p, y» • • • f*> cïï résolvant ces équa- 
tionSy qui sont du premier degré ; mais on se dispense de cette 
résolution, en posant : 

w, = XoWe + XiWi 4- Xj-M, + . . . + XnU*,. 

Xo, X„ X2, . . . X«, sont des fonctions de a;, assujetties aux con- 
ditions suivantes : 

Pour a?=a7o ; Xi, Xt, . .. X„, doivent s*annuler et X, devenir 
égal à Funité; 

Pour a? = a?! : Xq, X,, . . . X„, doivent s'annuler, et Xi devenir 
égal à l'unité ; 

Pour a?=a?j: Xo,Xi, X«,... X„, doivent s'annuler, et Xt de- 
venir égal à l'unité. 

Pour x = Xni Xo, Xi, ... X„_i, doivent s'annuler et X» deve- 
nir égal à l'unité. 

Il est évident, en effet, que, d'après ces conditions, tta, devien- 
dra égal à «a, Wi, . . . Un pour les valeurs a?o, ai. . . a?n de a?. 
Or, Xo s'annulant pour les valeurs a?i, x^,... de a?, on peut 

poser: 

Xo = Ao {x — a^i) [x — xi) ... {x — a7«) ; 
Alg. sp. B. 16 
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et comme, pour a?=a;o, on doit avoir Xa = l, on posera : 



A.= 



(a?0 — 30i){XQ — Xi),,, {Xa-^Xny 

en sorte que 

X — (^' ~"^<) (^ X2)...(X — Xn) 

• ■" (aJo — - Xi) {Xq —X2)... (Xe — iTn)' 

On trouvera de même : 

X --- (x — Xf^){X'—X2) ... (x — Xn) 
\Xi'-~~Xqj [X^ *■"" XfJ • . . {X^ — X„j 

^ __ (a?—- a?o)(a?— a?i) (x—Xs),.. (x — Xn) 

(3/2 ^0/ \*^2 «^V • • • \*^2 ^n) 

et ainsi de suile : la formule cherchée est donc : 

_ (X—Xi){X'-~Xi)...(X'-Xn) , (X—Xf^) (X—Xf) . . . (X--Xn ) 

'^^^ (x^—Xi) (a?o— is) . . . {x^—Xn) ' * {x^—x^) (x^—xi). , , (xi—x.) 

m 

, ^ , ^ (a?— a;o) (x^Xt),., (x—Xn^i) 
{Xn — X(^){Xn Xi), . .(a7„ — a^n-i) 



g m. Application de la méthode d'interpolation à la représentation exacte 
d'une fonction entière f(œ)^ du degré m, dont on connaît les valeurs ti^, 
tii, Ug,... Ufli) correspondantes aux valeurs de a:©, a;o4-^»—a?o+*»*^^^ 
la variable. 

261, Représentation d'une fonction entière. La formule 
d'interpolation [3J, démontrée (246), a pour but de formenine 
fonction entière, de degré m, qui, pour les valeurs x^^x^-^-h, 
. . . x^'\-mh de a?, prenne les valeurs tft , Wj, . . , ti*,. Or, deux fonc- 
tions entières, de degré m, ne peuvent être égales pour (m+l) 
valeurs de la variable, sans être complètement identiques ; car, 
sans cela, en les égalant, on formerait une équation, de degré m, 
admettant (w+1) racines. La fonction f{x)y indiquée dans 
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l'énoncé, est idonc identique à la formule fournie par la mé- 
thode d'interpolation ; et Von a : 



A*Wo+.. . 



[A] f{x) = u,+ ^^Uuo+ ^ iJ" ^ 

+ nr::^ ^ "- 

252. Limites des racimes d'une équation f(x) = 0. On con- 
clut de cette formule que, si les quantités w^, ^u^ . . . A"»!/,, 

sont positives, en ^oi^nant à a? une valeur telle que , % 

f ~ ' — 1 j, ... f "7 ^ — m+lj soient des quantités positives, 

c'est-à-dire en faisant x plus grand que a?o+(^ — O'*» fi^) sera 
positif. On peut même ajouter qu'à partir de la valeur a?=a?o 
4- (m — \)h, tous les termes qui composent le second membre 
de la formule [A] augmentent avec x, et que, par suite, il en est 
de même de f(x). Il résulte évidemment tie là que rrj-f-C^— 1)^ 
est une limite supérieure des racines positives de l'équation 
f(x) = 0; et les solutions de l'équation doivent être cherchées 
parmi les nombres inférieurs à cette limite. 

De même, si l'on donne à x une valeur x^ telle que les quan- 
tités Wo» ^^0» ^\i • • • ^'^Wo soient alternativement positives et né-' 
gatîves, x^ est une limite inférieure des racines : car, pour toute 
valeur de x inférieure à a?,, chacun des termes de f(x) devenant 
positif, f{x) ne peut plus devenir nulle. 

RÉSUMti. 

24K. But de l'interpolation : Condition arbitraire que Ton s'impose. — 
246. Pormule d'interpolation de Newton, applicable à une fonction 
dont on connaît les valeurs pour des valeurs équidistantes de la va- 
riable. — 2>57. Remarque. — 248. La fonction trouvée est le seul 
polynôme, entier en cd, qui puisse satisfaire aux conditions deman- 
dées. — 249-. Application à un exemple. — 2K0. Formule d'interpo- 
lation de Lagrange. — 281. Application de la méthode d'interpolation 
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à la représentation exacte d'une fonction entière, de degré m, dont 
on connaît les valeurs correspondant à (m+1) valeurs éqnidistantes 
de la variable. — 282. Limites des racines d'une équation f{x)=0. 



EXERCICES. 

L On a obseryé une planète, et les ascensions droites ont été trouvées : 
Le 12 janvier 12^ 3(y 0» 3' 25'',21, 

19 janvier 9^ (y OM' 28',04,' 

20 janvier 9"» 17' ()• 2' 26", 67, 
24 janvier 8*» V — 0® 0' ôS^S. 

Trouver, par interpolation, Pascension droite du 22 janvier à midi. 

II. Les données restant les mêmeSj trouver le jour et Pheure pour lesquels 
l'ascension droite a été nulle. 






CHAPITRE III. 

mÈSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 

§ I. Séparation des racines. 

253. Opérations préliminaires. Pour résoudre une équation 
numérique, il convient d'appliquer d'abord la méthode des 
racines commensurables, et de supprimer les facteurs qui cor- 
respondent à ces racines. On doit ensuite appliquer à l'équation 
la méthode exposée au livre III^ chapitre m, pour la décom- 
poser, s'il y a lieu, en plusieurs autres qui n'aient plus que des 
racines simples. La p;-emière de ces opérations n'a d'autre but 
que de rendre les calculs plus simples. La seconde est indispen- 
sable; elle nous permettra d'affirmer, dans ce qui va suivre, 
que, s'il existe une racine a, deux nombres (a — h), (a -f- ^'), qui 
la comprennent, étant substitués dans l'équation, doivent donner 
des résultats de signes contraires, quand h et h' sont suffisam- 
ment petits. Il suffît évidemment pour cela qu'il n'y ait aucune 
racine, autre que a, comprise entre (a — h) et {a-\-h'). 

Enfin, avant de commencer l'application de la méthode de 
recherche que nous allons exposer, il sera bon de fixer, par 
l'application des règles démontrées (200 et suiv.), une limite su- 
périeure des racines positives et une limite inférieure des racines 
négatives que peut avoir l'équation proposée. 

254. Substitution de nombres entiers consécutifs. Après 
avoir exécuté les opéraUons préliminaires dont nous venons de 
parler, et dont, je le répète, celle qui est relative aux racines 
égales est seule indispensable, on substituera, dans le premier 
membre de l'équation proposée, les nombres entiers consécutifs: 
— ..., — 4,— 3,-2, — 1, 0,+ 1, + 2, + 3, +.4..., compris 
entre les limites des racines. Cette substitution se fera, comme 
il a été expliqué (259), par la méthode des différences: c'est- 
à-dire que Ton calculera directement un nombre de valeurs 
consécutives égales au'degré m de l'équation, et l'on en déduira 
leurs différences jusqu'à celle de l'ordre (m — 1). Puis, en se 
fondant sur ce que la différence de l'ordre m est constante on 
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pourra calculer, par de simples additions ou soustractions, les 
valeurs des différences successives^ et par suite celles du pre- 
mier membre, correspondantes aux autres valeurs de la ya- 
riable. Il résulte de la loi même qui préside à la formation de 
ce tableau, qu'en faisant croître a?, on arrivera à rendre la fonc- 
tion et ses différences toutes positives ; et qu'en donnant à x des 
valeurs décroissantes, on ânira par rendre la fonction et toutes 
ses différences alternativement positives et négatives. On s'arrê- 
tera, dans les deux sens, lorsque ces conditions se trouvei^ont 
réalisées; car aucune substitution ultérieure dénombres entiers 
ne pourra, évidemment, modifier les signes* 

Si les résultats de la substitution des nombres entiers dans le 
premier membre ne sont pas tous de même signe, il arrivera» 
une ou plusieurs fois, que deux résultats consécutifs soient de 
signes contraires ; et nous pourrons affirmer, qu'entre les nom- 
bres entiers correspondants il existe une racine ou un nombre 
impair de racines. 

éi le nombre des intervalles, dans lesquels l'existence des ra* 
cines réelles devient ainsi manifeste, est précisément égal au 
nombre des racines que le théorème de Descartes permet de 
supposer, les racines sont séparées ; c'est-à-dire que l'on est assuré 
d'avoir, pour chacune d'elles, deux nombres qui la comprennent 
et qui n en comprennent pas d'autres. 

Mais il s'arrive, au contraire, que le nombre de ces intervalles 
soit moindre que le nombre des racines possibles; et, en par- 
ticulier, si les nombres entiers, substitués dans le premier mem- 
bre, donnent tous des résultats de mêmes signes, on doit rester 
dans le doute, et recourir à de nouvelles substitutions. Mais ces 
substitutions ne doivent être faites que dans des intervalles 
choisis, où elles présentent quelque chance de succès. Voici 
comment on déterminera ces intervalles. 

2S5. Choix des intervalles dans lesquels on doit faire dk 
NOUVELLES SUBSTITUTIONS. Après Rvoîr obtenu les résultats de la 
substitution des nombres entiers dans le premier membre de 
l'équation proposée, on portera sur une hgne droite, à partir 
d'une origine 0, des longueurs proportionnelles aux valeurs I, 
2, 3,..., attribuées à l'inconnue a?, et, en sens opposé^ des lon- 
ueurs destinées à représenter les valeurs négatives — 1,-2, 



or 
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— 8,..»; puis, par l'extrémité de chacune de ces longueurs, on 
élèvera (sans y apporter aucune précision) une perpendiculaire 
représentant la valeur correspondante du premier membre de 
réquation proposée, cette perpendiculaire étant portée dans un 
sens ou dans l'autre, suivant que la valeur est positive ou né- 
gative. Il est évident que, si l'on procédait de la même manière, 
non plus seulement pour les valeurs entières, mais pour toutes 
les valeurs possibles de a?, le lieu des extrémités des perpendi- 
culaires serait une courbe; et les intersections de cette courbe 
avec la droite, sur laquelle on porte les a?, ferait connaître les 
racines ; car elles correspondraient à la valeur de x pour laquelle, 
le premier membre de Téqualion s'annulant, il faut porter une 
perpendiculaire nulle au-dessus de l'axe. Les valeurs particu- 
lières du premier membre, que nous avons obtenues, font con- 
naître des points de celte courbe, et permettent de se faire à peu 
près une idée de sa forme, et d'en conclure, par conséquent, 
les intervalles dans lesquels l'existence des racines est pro- 
bable, et où il convient de les chercher par des substitutions 
nouvelles. 

Si, par exemple, en substituant à a? les valeurs 0, 1, 3, 3, 4, 
5, 6, on trouve pour le premier membre d'une équation, les va- 
leurs 

1,50, I 0,86, I 0,08, |0,15, | 1,25, | 3, | 4, 

les points correspondants, qu'il faudra construire, sont placés à 
peu près comme il suit : 



JLl_i-i 



co 



5 6 



Et l'on conçoit que, si la courbe qui les réunit coupe l'axe 
des X, ce doit être entre les points 2 et 3. Cependant nous m 
sommes nullement en droit d'affirmer que, dans les autres inter- 
valles, il n'y ait pas de racines; il pourrait même, à la rigueur, 
en exister entre 5 et 6 (intervalle où l'inspection des résultats 
précédents n'en ferait certainement pas présumer). Il suffirait 
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que la courbe inconnue, qui réunit nos différents points^ fût 
suffisamment contournée. 

256. Théorèue. U existe cependant un théorème, qui assigne 
une limite aux irrégularités que peuvent présenter les courbes 
analogues à celles dont il vient d'être question. 

Si r équation proposée est de degré m, une parallèle à la ligneysur 
laquelle on porte les valeurs de x, ne peut^ dans aucun cas^ rencontrer 
la courbe en plu^ de m points. 

Soit, en effet, d la distance de cette parallèle à la ligne des x; 
elle rencontrera la courbe précisément aux points qui corres- 
pondent aux valeurs de a?, pour lesquelles le'premier membre 
est égal à d. Or, en égalant le premier membre à un nombre 
donné, on obtient une équation de degré m, qui ne peut avoir 
plus de m racines. J'ajoute que souvent l'application du théo- 
rème de Descartes à cette équation donnera une limite plus 
petite encore. 

Si l'on revient à l'exemple proposé dans le chapitre précé- 
dent, on voit que l'existence d'une racine, comprise entre 5 et 6, 
exigerait que la courbe pût être coupée entre quatre points au 
moins par une parallèle à la ligne des x^ et que, par suite, l'é- 
quation, obtenue en égalant le premier membre à un nombre d, 
pût avoir quatre racines positives. 

2o7. Substitution de nombres ÉQumiSTANTS d'un ddciême. 
Lorsque Tinspection des résultats obtenus aura indiqué les in- 
tervalles, dans lesquels on présume l'existence des racines, on 
devra substituer, dans ces intervalles, des nombres équidistants 
d'un dixième; et il arrivera, le plus souvent, que ces sub- 
stitutions montreront assez nettement la forme de la courbe, 
pour qu'on aperçoive avec certitude les limites qui comprennent 
les racines, ou que l'on acquière la conviction qu'il n'en existe 
pas. Nous n'avons rien à ajouter sur la manière de tirer parti 
de ces résultats nouveaux : il faudrait répéter, mot pour mot, 
ce que nous avons dit au sujet de la substitution des nombres 
entiers. 

Pour calculer les résultats de la substitution des nombres, de 
dixièmes en dixièmes, il faudra procéder comme pour celle 
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des nombres entiers : calculer d'abord un. nombre de résultats 
consécutifs égal au degré de Téquation, former les différences 
qui en résultent, et chercher ensuite les valeurs suivantes par 
de simples additions. 

S II. Étude spéciale du cas où réqaation est du troisième degré. 

2S8. SlBIPLlFICATION RELATI7E A CETTE ÉQUATION. Soit Un pO- 

lynome du troisième degré 

Supposons que l'on ait substitué des nombres équidistant^ 
dont la dififérence soit /i; on connaît la valeur de la fonction ^(x) 
pour une certaine valeur x=x^ de la variable, et l'on a formé, 
de plus, Aîp(a?,), A*(p(a?o), A*<p(a?J. Nous allons donner un moyen 
simple de calculer les différences qui correspondraient à un 
accroissement dix fois moindre, et que nous représenterons par 

¥^0)7 S'f W, ^M^o). On a : 

[1] A(p(a;o)=cp(a?o +h) -cp(a?o) = Vo(^o) + y^ 9"M + jj^ ?"(^.) 

Pour former A*(p(a?o), il faut prendre la différence du second 
membre, c'est-à-dire son accroissement quand on y change x^ 
en {x^+h); on aura 

or, if{irt) est du second degré, ^Ca?,) du premier el (fix^) esl 
constant ; on a donc : 

?"(a;.+A) -<p"(x.)=V(a;.), 

donc, en substituant, il vient : 

[2] ^'^x,) = hy{x,)+hY{x,). 
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On (rouTOra de même : 

A'î(ar,) = A»[?'(a?» +h)-<t"{x,)] +h*[<t'(x, -j- ft) - /(x,)] ; 
ou, d'après ce qui précède, 

[3] A»<p(a;,)=/iV(XiO- 

Ainsi donc : 
[I] A.((r.)= h'{x,) + j <f"{x,) + j ,"(0^), 

[2] A»^(ar.) = ^'^'Cx,) + /i»«"(a;.), 

[3] A»y(a:,)=A»9"(a;.). 

Si, dans ces tonnules, on remplace h par —, on aura : 

[5] S'<p(a;.) = :j^ f "(X.) + y^ ç>,), 

A rinspection de ces formules, on voit que, connaissant les va- 
leurs des différences A, on formera immédiatement S*f (a?,), qui 
est la millième partie de A*(p(a*o). 5*cp(a?o) se compose de deux 
termes dont le second est précisément S*<p(a?o) que l'on vient de 
former, et le premier est la centième partie de la différence 
A^cp(a;o) — A*<p(iro), c'est-à-dire de la différence qui précède A*ç(a?,) 
dans la série des A^. Enfin B^(x^) se compose de trois termes; les 
deux derniers sont connus. L'un est la sixième partie de ^f{x^)t 

l'autre est la moitié àe-rr-r <p"(a?o), c'est-à-dire d'un terme déjà 

h 
calculé pour former 8^ Quant au troisième terme — <p'(^o) > on 

remarquera qu'il est la dixième partie de /i«p'(a?o)» et que l'on a : 
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Le second membre se compose de trois termes comius, et on le 
calculera facilement. 
En résumé : 

^<p(a?,} est la millième partie de A*(p (o^o) ; 

A*<p(a7,) est la somme de 8*<p(a*o) et de la centième partie du 
terme qui précède A*cp(a;o) dans la série des A' ; 

&p(a?o) se compose de la sixième paf lie de 5»<p(a?o), de la moitié 
du terme calculé pour obtenir S'<p(a;o) et de la dixième partie de 
l'expression 

dont les trois termes sont connus. 

259. Application de la méthode précédente. Considérons 

réquation 

0^— 7a?+7 = 0. 

Si nous substituons à x les valeurs — 1, 0, -f 1, nous trouvons, 
pour le premier membre, les valeurs correspondantes 13, 7, l, 
dont les différences premières sont — 6, — 6, et la différence 
seconde 0. Quant à la différence troisième, on sait (256) qu'elle 
est égale à 6. Nous formerons donc le tableau suivant : 



X 


y 


Ay 


A^y 


A»y 










6^ 










6 


—1 


13 


—6 





6 





7 


—6 




6 


1 


1 






6 
6 



nous en déduirons, par des additions successives, la table des 
valeurs de A*y, Ay, y, que j'inscris dans un nouveau tableau, 
afin que Ton aperçoive mieux, dans le précédent, les résultats 
qui servent de base à tous les autres» 
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X 


y 


Ar/ 


\^y 


A^y 


— 4 


—29 


30 


— 18 


6 


— 3 


1 


12 


— 12 


6 


— 2 


13 





— 6 


6 


— 1 


13 


— 6 





6 





7 


— 6 


6 


6 


1 


1 





12 


6 


2 


1 


12 


18 




3 


13 


30 






4 


43 








5 











S 



—4 



J2JL 



-3 -2 -1 



A rinspection des valeurs de y, on voit qu'il exisle une racine 

négative comprise entre 
— 3 et — 4; et, comme la 
règle de Descartes apprend 
qu'il n'en existe qu'une, il 
n'y a pas lieu d'en cher- 
cher d'autres. 

Quant aux racines posi- 
tives, il peut en exister 
deux; mais pour les décou- 
vrir, nous devons recourir 
_ à de nouvelles substitutions. 
Si nous représentons gra- 
phiquement les résultats 
obtenus, nous obtenons la 
figure ci-contre. 

La courbe, qui réunit ces 
points, ne devant être cou- 
pée qu'en trois points par 
une parallèle à la ligne des 
a?, ne peut évidemment couper cette ligne qu'entre les points 
1 et 2; c'est donc entre œ=l et a?= 2, que nous devons sub- 
stituer des valeurs distantes de 0,1. 

Nous savons que, pour a?= 1, le premier nombre, que nous 
désignons par y, est lui-môme égal à 1 ; on a, de plus, pour des 
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accroissements dex égaux à l'unité, Ay=0, A*y=i2, A'y = 6. 
L'accroissement devenant égal à — i nous trouverons (258) ; 

ô»i/ = 0,006, S''!/ = 0,066, ôy=— 0,369; 
et nous pourrons, d'après ces valeurs, former le tableau suivant : 



X 


y 


Sy 


S'y 


S'y 


1 


1 


—0,369 


0,066 


0,006 


1,1 


0,631 


— 0,303 


0,072 


0,006 


1,2 


0,328 


—0,231 


0,078 


0,006 


1,3 


0,097 


—0,153 


0,084 


0,006 


1,4 


—0,056 


—0,069 


0,090 


0,006 


1,5 


. 0,125 


0,021 


0,096 


0,006 


1,6 


0,104 


0,117 


0,102 


0,006 


1,7 


+0,013 


. 0,219 


0,108 


0,006 


1,8 


0,232 


0,327 


0,114 




1,9 


0,559 


0,441 






2 


1 









On voit, à l'inspection de ce tableau, que y change de signe, 
quand x passe de la valeur 1 ,3 à la valeur 1,4 et de la valeur 1,6 
à 1,7. Il y a donc deux racines positives, dont les valeurs, à un 
dixième près, sont 1,3 et 1,6. 

260- Calcul des racines a moins de 0,01. Pour obtenir une 
plus grande approximation, il faudra substituer à x des valeurs 
distantes *de 0,01, entre 1,3 et 1,4, et entre 1,6 et 1,7. Ces substi- 
tutions se feront, comme les précédentes, au moyen des diffé- 
rences. On commencera par remarquer que, pour a? =1,3, on 
a y =0,097; à partir de cette valeur, les différences relatives à 
un accroissement de x égal à 0,1, sont, comme on le voit par le 
tableau précédent : 

y =0,097, Ay = — 0,153, A*y= 0,084, A»y = 0,006. 

Pour en déduire les valeurs ies différences relatives à un ac- 
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croissement de x égal k 0,0 1, nous appliquerons les formules 
données plus haut; et nous trouverons : 

^?(a?e) = -njU X ^M^o) = 0,000006, 
^<f{Xo) = 0,000006 + ïk X 0,078 = 0,000786, 
S(p(a?o)=0,000001-t-0,00039 + ^(— 0,153—0,039 — 0,001) 
= 0,018909; 

et, comme on a, d'ailleurs, pour a? =1,3, y =0,097, on peut 
former le tableau suivant : 



X 


y 


1,3 


0,097000 


1,31 


0,078091 


1,32 


0,059968 


1,33 


0,042637 


1,34 


0,026104 


1,35 


0,010375 


1,36 


—0,004544 


1,37 


—0,018647 


1,38 


—0,031928 


1,39 


—0,044381 


1,4 


—0,056000 



^y 


A*y 


A»y 


—0,018909 


0,000786 


0,000006 


—0,018123 


0,000792 


id. 


—0,017331 


0,000798 


id. 


— q,016533 


0,000804 


id. 


—0,015729 


0,000810 


id. 


0,014919 


0,000816 


id. 


—0,014103. 


0,000822 


id. 


0,013281 


0,000828 


id. 


—0,012453 


0,000834 




—0,011619 







On c^lculer^, au moyen des mënies formules, les valeurs de 
Al/> A^y? A'y» Qui correspondent à des accroissements de x égaux 
^ 0,01, à partir djs la valepy a?= 1,6; et Ton formera le tableau 
suivant : 



X 


y 


Ay 


A^y 


A'y 


1,6 


^0,104000 


0,007281 


0,000966 


0,000006 


1,61 


—0,096719 


0,003247 


0,000972 


• id. 


1,6« 


r- 0,088472 


0,009919 


0,000978 


id. 


1,63 


—0,079^53 


0,010197 


0,000984 


id. 


1,64 


— 0,069056 


0,011181 


0,000990 


id. 


i,65 


—0,057875 


0,01?171 


0,000996 


id. 


1,66 


-0,045704 


0,013167 


0,001002 


id. 


1,67 


—0,032537 


0,014169 


0,001008 


id. 


1,68 


—0,018368 


0,015177 


0,001014 




1,69 


-0,003191 


0,016191 






1,' 


+0,013000 
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On voit, d'après ces tableaux, que les deux racines sont cotU' 
prises, Tune entre 1,35 et 1,36, Taulre entre 1,69 et 1,70. Poi» 
calculer la plus grande, à un millième près, il faut substituer, 
entre 1,69 et 1,70, des valeurs distantes d'un millième. Ces va- 
leurs, calculées par le même procédé que les précédentes, résul- 
tent du tableau suivant : > 



X 


y 


4y 


à'y 


A'y 


1,69 


—0,003191000 


0,001573371 


0.000010146 


0,000000006 


1,691 


—0,001617629 


0,001583517 


0,000010152 


ia. 


1,692 


-0,0000341 i2 


0,001593669 


0,000010158 


id. 


1,693 


+0,001559557 


0,001603827 


0,000010164 


id. 


},694 
1,695 


0,0031 63:m 


0,001613991 


0,000010170 


id. 


0,004777375 


0,001624161 


0,000010176 


id. 


1,696 


0,006401536 


0,001634337 


0,000010182 


id. 


1,697 


0,008035873 


0,001644519 


0,000010188 


id. 


1,608 


0,009680392 


0,001 6o4707 


0,000010194 




1,699 


0,011335099 


0,0016^4901 






1,70 


0,013000000 









On voit que y change de signe, lorsque x passe de la valeur 
1,692 à 1,693. La racine est donc, à un millième près, égale à 
1,692. 

261. Emploi dune proportion pour obtenir la racine. I/Cs 
tableaux précédents permettent de pousser l'approximation plus 
loin encore. Remarquons en effej, que, dans le dernier de ces 
tableaux, la différence seconde est extrêmement petite. On peut 
donc, sans erreur sensible, la considérer comme nulle, et admet- 
tre, par suite, que les accroissements de y soient proportionnels 
à ceux de a?. Nous pourrons alors obtenir la valeur de a?, pour 
laquelle y est nul, en prqcédant comme on le f^t dans l'emploi 
des tables de logarithme^. Nous dirons : 

Lorsque x augmente de 0,001, et passe de la valeur 1,692 à 
la valeur 1,693, la variation de y est 0,001593669. Pour que la 
variation de y soit 0,0000341 12, c'est-à-dire pour que y devienne 
zéro, il faut donc que la variation S de a? satisfasse la propor'ion 



d'où Ton déduit : 



s _ 0,000034112 . 
0,001 ~ 0,001593669' 



0,001593669 
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en sorte que la racine est égale, approximativement, à 

1,6920214. 

On doit observer que la différence seconde, que nous avons 
considérée comme nulle, étant, en réalité, un peu plus grande 
que 0,00001, peut influer sur le septième des chiffres décimaux; 
et il n*y a, par conséquent, aucune raison pour le considérer 
comme exact. 

On doit donc considérer la racine comme égale à 1,692021. 

262. Autre application. Dans l'exemple précédent, la déter- 
mination des intervalles, dans lesquels il convenait d'effectuer 
de nouvelles substitutions, n'a présenté aucune difficulté. Mal- 
heureusement il n'en est pas toujours ainsi. Nous en citerons un 
exemple. 

y= 9aî»—24a?*+ lea? — 0,001 = 0. 

Si nous substituons à x les valeurs — 1, 0, 1, nous trouvons 
pour valeurs correspondantes de y, — 49,001, — 0,001, 0,999, 
dont les différences sont 49, 1, et la différence seconde —48. 
Quant à la différence troisième, elle* est (256) égale à 54. 

Nous pouvons, d'après cela, former le tableau suivant : 



X 


y 


Ay 


A«y 


A»y 


—l 


—49,001 


49 


—48 


54 





— 0,001 


1 


6 

• 


54 


1 


+ 0,999 


7 


60 


54 


2 


7,999 


67 


114 




3 


74,999 


181 






4 


255,999 









SI l'on représente ces valeurs graphiquement, ainsi qu'on Ta 
indiqué (285), on voit clairement qu'il existe une racine entre 
a?=0 et a?= 1 ; mais rien ne fait pressentir qu'il y en ait d'au- 
tres, et ne porte à essayer de nouvelles substitutions. Si, cepen- 
dant, on substitue les valeurs distantes de 0,1 entre a?=l et 
a? = 2, on 11 ouve que les valeurs des différences, relatives à rr= 1 
et à un accroissement de x égal à 0,1, sont Ay=:— 0,461, 
A*y = 0,ll4, A*y = 0,054; ce qui permet de former le tableau 
suivant: 
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X 



1 

1,1 
1,2 
1,3 

1,4 
1,5 
1,6 

1,7 
1,8 
1,9 
2 



y 



0,999 

0,538 • 

0,191 

0,012 

0,055 

0,374 

1,023 

2,056 

3,527 

5,490 

7,999 ' 



Xy 


A»y 


A«î/ 


—0,461 


6,114 


0,054 


—0,347 


0,168 


id. 


—0,179 


0,222 


id. 


+0,043 


0,276 


id. 


0,319 


6,330 


id. 


0,649 


0,384 


id. 


1,033 


0,43B 


id. 


1,471 


0,492 


id. 


1,963 


0,546 




2,509 


/■ 





En représentant graphiquement les résuUals qui y sont conte- 
nus, Ton voit clairement que la courbe, qui passe par les points 
obtenus, ne peut couper la ligne des x qu'entre le point 1,3 et 
le point 1,4. Substituons donc, entre ces deux valeurs, des va- 
leurs de X distantes de 0,01 : ces valeurs se calculeront, comme 
les précédentes, en formant d'abord, par les formules (258), les 
valeurs de At/, A*y, et A'y qui correspondent à x= 1,3, et à des 
accroissements de la variable égaux à 0,0 1 : nous formerons ainsi 
le tableau suivant : 



X 


y 


^y 


A'y 


^*y 


1,3 


+0,012000 


-0,006501 


0,002274 


0,000054 


1,31 


+0,005419 


—0,004307 


0,002328 


id. 


1,32 


+0,001112 


—0,001979 


0,002382 


id. 


1,33 


—0,000867 


+0,000403 


0,002436 


id. 


1,34 


-0,000464 


0,002839 


0,002490 


id. 


1,35 


+0,002375 


0,005329 


0,002544 


id. 


1,36 


+0,007704 


0,007873 


0,002598 


id. 


1,37 


+0,015577 


0,010471 


0,002652 


id. 


1,38 


-j-0,026048 


0,013123 


0,002706 




1,39 


+0,039171 


0,015829 






1,4 


+0,055000 




- 





Ce tableau prouve que l'une des racines est comprise entre 1,32 
et 1,33, l'autre entre 1,34 et 1,35. 
Alg. sp. B. 
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S III. Méthode de. Newton. 

263. Exposé de la méthode. Lorsque l'on considère une fonc- 
lion dans un intervalle très-peu considérable, on peut presque 
toujours, sans erreur sensible, regarder ses accroissements 
comme proportionnels à ceux de la variable, et les représenter 
par le produit de la dérivée de la fonction par raccroissement 
même de la variable. L'erreur, commise dans cette substitution, 
sera d'autant moindre, que l'on prendra des accroissements 
plus petits. Cette remarque s'applique à toutes les fonctions, 
mais nous h développerons seulemenMci sur lesfonctions algé- 
briques entières, pour l'appliquer à U résolution des équations 
considérées dans ce chapitre. 

Soient 

(il P(aî)=0, 

upe équatioQ algébrique, et a une ?aleur approchée d'une ra- 
cine, donl nous désignerons par (a-f A) la valeur exacte; on 
ftiir4 évWepament : 

[3] P{a^-/i)=0, 

ou 

[3] F(a) + F(a)/^4-F''(a)J^ + ....+P«(a)y-^^^ 

or, en négligeant les ternies qui contiennent h à une puissance 
plus élevée que la première, on a, avec une approximation 
d'autant plup grande que h est plus petit : 

P(a+/^)=F{a)+F(a)^; 

l'équation [$] devient donc : 

f(a)+F(a)h=Q; 

et l'on en déduits ^=""F7^)^ 

la valeur approchée de la racine est, par conséquent : 
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Cn dé«ignatil «lelte talewf ^t h, d «ipp«qiiatil àt mnvt^M le 
même |^ro<d6dé, on tirouv^ta «me ViàtMr ptûs àpptothée êntote 

y 

et, en répétant cette opératlûti plusieurs fois de suite, on obtien- 
dra rapidement une très-grande approximattoni 

II est impossible d'indiquer, d*ûtie manière générale, et indé- 
pendamment de tout exemple particulier, la rapidité arec la- 
quelle croissent les appfoxixnàlioiii; mais, dans chaque cas, on 
s'en forme facilement une idée en procédant cornais aou6 allons 
le faire dans l'exemple suivant. 

264. Application. Exemple I. Reprenons l'équation (281>) : 

P(a?)=a^^7!r4-î='0î 

nous avons trouvé que l'une de ses racines est, à 0,001 près, 
égale à 1,692; si nous la désignons par 1,692 -f^, pu, pour 
abréger par (a -|- A), h sera plus petit que 0,00 1 ; et nous au- 
rons: 

par suite : - 

F (g) y r(a) fe» F" (a) 

F(a) 1.2 F' (a) 1.2.3 F (a)* 

Ofj pour dî= 1,695, leâ Coefficients de h* fet de h* iOttt, l^uii pîtts 
petit que 3,2, l'autre moindre que l'unité ; en sorte que le second 
et Itt troisième terme du èecond membre sont molrtdi'es, l'un 
que 0,0000032, l'autre que 0,000000001: nous avons donc, à 

Or on a, d'après le tableau (460), pour x= 1 ,692 = a; 

P(a)=— 0,000034112; 
d'ailleurs r{a) = 3a«— 7 =:± + 1 ,580592 ; 
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Mais> d'après le résultat que nous venons d'obtenir, la valeur 
05=1,692 était exacte, non-seulement jusqu'à 0,001, mais en- 
core à 0,0001 près, puisque la quatrième décimale est un zéro; 
de plus, d'après le même résultat, pour 0?= 1,6920, l'erreur A 

est moindre que 0,000025, ou Tqqqq ; donc, le nombre obtenu 

est approché à moins de ?^ ; et la valeur de x est, avec 8 dé- 
cimales, 

a?= 1,6920 2147. 

Nous avons donc une nouvelle valeur approchée de la racine 

1,6920 2147 = 6; 

représentons sa valeur exacte par 

1,6920 2147 +/i' = 6 + ^'; ^ 

nous aurons : 

o=v{b+h')=¥(b)+hnb)-\^^.r{b)^^r'(b); 

H'nft ,,_ FW h'^rjb) h!' r(6) 

«ou /*— p,^^^ 2'P'(fc) 2.3 F (6)' 

Or K est plus petit que jt^\ par suite, fi* est moindre qne 

r^; son coefficient, d'ailleurs, est moindre que 3,2. D'un autre 

côté, hl^ est plus petit que j-gjï, et son coefficient est moindre 
que l'unité. Donc si l'on prend 

Terreur commise sera de l'ordre YqTs- C®* exemple suffit pour 

donner une idée de la rapidité des approximations, et pour 
montrer comment on doit l'apprécier dans chaque cas. 
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26â. Exemple II. Soit donnée Téquatiou : 

F(a?) = 0?" — 2a?— 5 = 0. 

r 

La première dérivée sera 

F'(a?)=3a?*— 2; 

et, par suite, le terme de correction : 

,_ F(a?) __ g?*— 2a?^5 

F(a?)"" 3a?«— 2 * 

Première approxibiation. On trouve immédiatement, que la 
racine réelle de l'équation est comprise entre 2,0 et 2,1. 

Posons donc a =2,1 ; et partons de cette valeur pour trouver 
la racine x avec plus d'exactitude. En remplaçant x par 2,1, 
dans les fonctions V{x) et V'{x)y nous aurons : 

F (a) = 0,061 
et P'(a) = 11,23; 



donc 



A = _2g|=_0.0543,-^.t'^i-/'3 



et, par suite, b = 2,095. 

Deuxième approximation. Partant de celte nouvelle valeur ap- 
prochée de la racine, nous aurons d'abord : 

6=2,095, 

6*=4,389, 

6»=9,195; 

donc F(6) = 0,005 et F(6) = 11,167; 

et c=6 + /k=2,094 552. 

L'erreur ?h étant moindre que j^ , et les coefficients de fti* 
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1 1 

et V étant, le premier environ -, le second —, il s'ensuit que 

Terreur de la nouvelle valeur de x sera plus petite que -rrr- 

Troisième approxibiation. Posons maintenant â;= 2,094 552; 
comme Terreur de c est moindre que —^^ et que, de plus, les 
coefficients de V et de hg* restent à très-peu près les mêmes, 
nous pourrons compter sur tme approiUmation de -rrri. 
On a (l'abord : 

ç*= (^387 148 080704» 
t^sz: 9,189109 7807349 

donc F(c)= 0,000005 706734, 

et F(c)=: 11:^161444 842112, 

ce qui donne : 

¥(C) 0,000005 786734 n AAAAnn .ioil^o 

^ = -F^)=- ll,16^444,.. =-0,000000 518458, 
et d=c+/ij=2,094551 481542, 

exacte ik moitts de j^jù* 

Quatrième approximation. Pour pousser encore plus loin 
Tapproximation de la racin», posfons r 

a?= 2,094551 481542; 

nous aurons, pour les puissances de x ou de d: 

d* = 4,387145 908829 787166 697764, 
et (i>=:9,l89i0i 96a080 354769 507339; 

et, par conséquent, 

F(d)?= — 0,000000 000003 645230 492661, 
F1(^= lI,ie!43T 726489 3615.... 
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DoDfif te valeur de ^ sera : 

fr ^- J'(<^_ I 0>C^'»>3 645230 492661 
^"" Ptd3"~"^n,161437 726489 36../ 

ou /»»= + 0,000000 000000 326591 482386: 

on ft û(me pour la nooTeUe Taleor : 

a; = 2,094551 481542 326591 482386, 

valeiir exaele à m&im de yÂû* ^ii nouteau calcul donneralC la 
raeioa, à moins de -^« 

260. Rephésentatiom graphique ds la h^thoM bE Newtoit. 
La méthode d'appro»matioD, que nom venons d'exposer, peut 
se représenter graphiquement d'une manière très-simple, Ifoe 
nous croyons devoir indiquer ici, quoiqu'elle exige des notions 
de géométrie analytique. 

La recherche des racines réelles de Féquation f(a^=0 revimt 
à celle des points où la courbe, qui a pour équation tt=f(^j 
coupe l'axe des x. En désignant par a une valeur approchée de 
la racine, et par f{a) la valeur correspondante de y, l'équation 
de la tangente à la courbe f=^f{x}, au point dont les coordon- 
nées sont a et f{a), est : 

Cette tangente coupe l'axe des x en un point dont l'abscisse x 
est évidemment 

c'est-à-dire précisément égale à la valeur fosnde par la mé- 
thode de Newton. 

D'après cela, la méthode de Newlon 
éqtiivaut à la construction suivante : 

Ayant la position approchée, P, du 
point où une courbe coupe l'axe' des 
Xy pour en obtenir une autre plus ap- 
prochée encore, on mène, au point M de la courbe qui se pro- 
jette en Py une tangente MT; et le point T est, m général, beau- 
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coup plus près que P de l'intersection cherchée. En répétant la 
même construction, on obtiendra un nouveau point T' encore 
plus rapproché que le précédent ; et ainsi de suite. 

li peut arriver, cependant, qu'en appliquant la méthode de 
Nev?ton, on obtienne une valeur de la racine moins approchée 
que celle que Ton a déjà : et il importe, pour opérer avec certi- 
tude, d'entourer la méthode de quelques précautions indispen- 
sables. 

267. Cas q\Si peuvent se présenter dans l'application de 
LA méthode. Supposons que Ton ait trouvé deux nombres, a, 6, 
(a<6), qui comprennent une racine, et une seule, de l'équa- 
tion f{x) = 0; de telle sorte que f{a) et f{b) soient de signes 
contraires. Supposons, en outre, que ces deux nombres a, 6, 
soient assez rapprochés, pour que, x variant depuis a jusqu'à b, 
f{x) et f\x) ne changent pas de signe. Puisque f{x) conserve 
son signe, f{x) est constamment croissant ou constamment dé- 
croissant ; et, puisque f{x) conserve le sien, f'{x) est également 
toujours croissant ou toujours décroissant. En d'autres termes, 
l'ordonnée de la courbe y = f{x) va toujours en augmentant ou 
toujours en diminuant; et l'angle, que la tangente à la courbe 
fait avec l'axe des a?, varie aussi toujours dans le même sens. 

D'après cela, quatre cas peuvent se présenter. Si /'(a)>0, on 

Fig. 2. 
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a f(à)<0'y par suite, f(x) diminue, et f{x) est consfammcut 
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négatif. La courbe affecte alors Tune des deux premières formes : 
savoir, la première, si f{x) est constamment positif, et la 
d€uxiènie, si f{x) est constamment négatif. 

Si, au contraire, f{a) est négatif, on a /*(6)>0; par suite, 
f{x) est constamment positif : et la courbe affecte alors l'une des 
deux dernières formes : la troisième, si f (a?) est positif, et la 
quatrième, si f(jso) est négatif. 

268. Moyen d'opérer avec Certitude. Cela posé, il est évi- 
dent que, pour avoir avec certitude une valeur de x plus ap- 
prochée que Tune des limites a, &, qui la comprennent, il faut, 
dans le premier cas (fig. l), mener la tangente au point A, qui 
correspond à laUmile inférieure a, c'est-à-dire, poser 

il faut, dans le second cas, mener la tangente au point B, qui 
correspond à la limite supérieure 6, et poser 

Il faut de même appliquer la formule [2] dans le troisième cas, 
et la formule [1] dans le quatrième. 

On remarque d'ailleurs que, dans le premier et le quatrième 
cas, où l'on doit appliquer la formule [l], f{a) etf{a) sont de 
mênle signe, tandis que fib) et f^{b) sont de signes contraires; 
et que, dans le second et le troisième, où l'on doit appliquer la 
formule [2], f{b) et r{b) sont aussi de môme signe, tandis que 
f(a) et /""(a) sont de signes contraires. On conclut de là cette 
règle générale : 

Lorsque l'on connaîtra deux limites, a, b, qui comprennent une 
seule racine de Véquation f (x) = 0, et qui en sont ainsi, chacune, 
une valeur approchée, si ces deux limites sont assez rapprochées pour 
que, X variant c?6 a à b, f (x) et r(x) ne puisserU changer de signe, 
on prendra la formule 
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et fm y remptaeêra t pa/t eelk A» à€M limités q^ rmàrû f ^ if 
rfa) âé m$mé mgm^ 

Le résultat sera une valeur àé t flm approchée ^ la Km$e êmu 
on se sera servi. En substiHiani eeit^ valeur^ dans la mtnie fefrmuh, 
on obtiendra une nowodle vatewr encore pht$ approchées ^ et ainsi de 
siHie. 

269. Emploi simultané de la méthode de Newton et de la 
MÉTHODiB tss PARTIES PRCPoimcRHEiiKs. 11 est fodle de toir^^Qc 
la mèlbode des purtks proportionnelles (261) donnerait pour 
valeur approchée # ss OK^ K^tant le point où la corde AB ren- 
contre Taie des x. Car on a, dam chacune des figura, 

a; = OP + PK, eta? = OQ — QK, 
ou a7 = a+PK, et»=&— QK, 

et Ton voit que : 

c'est-à-dire que les accroissements PK et QK sont proportion- 
nels aux variations des ordonnées. 

On remarque^ d'ailleurs, que si la méthode de Newton donne 
une valeur trop petite pour a?, la mélhode des parties propor- 
tionnelles donne une valeur trop grande, et vice versa. Par cob- 
séquenty la valeur exacte de x est comprise entre les deux ; et 
Terreur commise est ûioîndr^ que leur différence. 

2^3. Opérations préliminaires à exécuter, quand on veut résoi^re une 
équation numérique. — 2S4. Substitution de nombres entiers consé- 
cutifs, ^ ^Jââ^ Choix des intervalles dans lesquels, on doit faire ée 
nouvelles substitutions. — 2S3. Théorème qui limite les irrégulari- 
tés que peut présenter la courbe dont on fait usage. — 2^7. Substi- 
tution de nombres équidistants d'en dixième. — ÔS8. Simplifîca- 
fioiï des calculs dans le cas où Téquation est du troisième degré. — 
289. Application à un exemple. Calcul des racines à 0,1 près. — 
260. Calcul à 0,01 près. — 261. Emploi d'une proportion analogue à 
celle dont on fait usage dans la théorie des logarithmes. —262. £xem- 
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pie d'one équation à laquelle les règles précédentes s'appliquent mal. 
— 263. Méthode de Newlon. — M4, MS. Applications à deux 
exemples. — 266. Représentation graphique de la méthode. — 
267, 268. Rectification de la méthode, qui permet d'opérer avec cer- 
titude. — 260. Emploi simultané de la méthode de Newton et de la 
méthode des parties proportionnelles. 

EXERCICES. 

I. Déterïniner la racine réelle de réquatîon 

op*— 2»— 5=0i- 
On trouve: ai3=î,0945». 

II. Déterminer la racine réelle de l'équation 

«»— 5»— 3=(U 
On trouve : a; =2,4908. 

m* DéterxBwer tea racines réeUes de Téquation 

On ti-ouve «=—4,00317. 

XV« Détfamttaev lâ% racines réeUes d^ TéquatiaQ. 

On trouve a?,=8,577, 0^=3,5577, %=— 3,2438. 

V. D^^niMBr Vis nhclnesi iiell«s. ê» yéc|uaii«» 

Oa trouve: afi=2,88879, «3=— 2,7639, «3=— 0,12509. 

Vi. rwtigMT «n* deiBH^bèr% â» i^ycm t, e'oi ùma p«rti«s é^iintate»,. f» 
«a plaA paraUèle à. la base. 

Bb tMojgniint far 9 ki disiaiiM d» fhm futaM^àxt c«ivèi(&, o» tvotfve : 

«»— 3x + l=0. 



CHAPITRE IV. 

RÉSOLUTION DES EQUATIONS TRANSCENDANTES. 

270. But de ce chapitre. Nous nous bornerons à traiter, dans 
ce chapitre, quelques équations transcendantes, choisies parmi 
celles que Ton rencontre dans les applications des sciences ma- 
thématiques, et qui nous permettront d'exposer, d'une manière 
complète, les méthodes auxquelles les géomètres ont le plus 
souvent recours pour leur résolution. 

§ I. Application de la théorie des différences à la résolution des équations 

transcendantes. 

271. MÉTHODE DE RÉSOLUTION. La mélhodc, que nous appli- 
quons aux deux exemples qui vont suivre, est très-fréquemment 
employée; elle consiste à substituer dans l'équation proposée 
des nombres équidistants, absolument comme dans le cas d'une 
équation algébrique. Lorsque l'on a trouvé deux substitutions 
qui donnent, dans le premier membre, des résultats de signes 
contraires, on conclut qu'il existe une racine entre les valeurs 
correspondantes de x; et dans l'intervalle on substitue des nom- 
bres plus rapprochés, qui permettent de resserrer la racine entre 
deux limites nouvelles et plus étroites. Cela fait, on considère le 
tableau qui comprend : P les valeurs attribuées à l'inconnue; 
2° les valeurs correspondantes du premier membre de l'équa- 
tion ; 3*» les différences des divers ordres qui s'en déduisent. S'il 
arrive que les différences' d'un certain ordre, du troisième par 
exemple, soient négligeables, on en conclut que la fonction peut 
être remplacée, sans erreur sensible, dans rinlervalle considéré, 
par une fonction algébrique (dti second degré, si la différence 
troisième est considérée comme nulle). La théorie de l'interpo- 
lation fera connaître cette fonction; et, en la substituant au pre- 
mier membre de l'équation, on aura ramené le problème à la 
résolution d'une équation du second degré. 

Si les différences du second ordre étaient négligeables, on 
ramènerait l'équation à une équation du premier degré ; et la 



DES DIFFÉRENCES. 



269 



méthode reviendrait à l'emploi des parties proportionnelles, 
dont on fait usage, dans un cas analogue, en se servant des 
tables de logarithmes. 

272. Exemple L Soit donnée Téquation 

e* — 6-*= 5,284a?, 

équation qui se préseiUe^ en mécanique^ dans V étude de la chaf nette. 

Nous voyons que celte équa- 
tion ne change pas, lorsqu'on 
remplace x par ( — x); par con- 
séquent, à chaque racine corres- 
pond une autre racine égale, 
mais de signe contraire. 

Pour mieux étudier cette équa- 
tion, posons : 

l/ï=e* — er«, et y = 5,284aj; 

nous aurons alors les équations 
de deux lignes, dont les points 
d'intersection ont pour abscis- 
ses les racines de l'équation. 

La première de ces deux lignes AA' est une courbe transcen- 
dante, n'ayant qu'une seule branche infinie dans les deux sens. 
Cette branche, qui a pour asymptotes les lignes logarithmiques 
dont les équations sont : 

x=^logy et -^a?=Iogy, 

passe par l'origine des coordonnées, qui est, en même temps, 
son centre. 

La seconde de ces deux lignes BB' est une droite qui passe 
également par l'origine. 

Gomme les deux lignes passent par l'origine, l'équation est 
vérifiée par a? = 0. En outre, il est facile de voir qu'elles n'ont 
qu'une seule intersection du côté des x positifs ; par conséquent, 
l'équation a une racine positive que nous allons déterminer. 

Mettons d'abord l'équation sous la forme. 




u„=:e' — e-* — 5,2084a? = ; 
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H dierchmii li^ nleors que prend cette fonclion pbVtf* ^ 
irtaleurs etitièrei de toi mrtoblé #. (foi» atircms i 



a? = 0, e*= 1, 
a?=:l, e*= 2,Tlé, 
a? = 2, e*= 7,389, 



er«= 1, 
r* ==: 0,568, 
«-* ae 0,135, 

a»050. 



t^« = o; 

t^i = —2,934; 
Wj = — 3,314; 



La racine est donc comprise entre 2 et 3. 
SI maintenant nous cherchons les valeurs de w, correspoii- 
dantàa?=5 2,5, a? = 2,6,a?=2,7..., nous aurons: 



«=8,5, 


« = — 1,1096; 


X = 2,6, 


« = — 0,3489; 


» = 8.7. 


u = + 0,5447; 



et la racine est comprise entre 2,6 et 2,7. 

En partageant cet intervalle en dix parties égales, et en cal- 
culant les Yaleurs intermédiaires de u avec leurs différences, 
nous aurons le tableau êuivant : 



X 



2,64 
2,65 

2,66 
2,67 
2,68 
2,69 



u 



4MW**a^ 



--0,00792 
+0,08079 

+ 0,17090 
+ 0,26243 
+ 0,35541 
+ 0)44984 



Au 



8671 
9011 

9153 
9298 
9443 



A*w 



P*MH«i 



140 
142 
145 

145 



Les différences du second ordre étant peu différentes, la fonc- 
tion w«, prise entre x = 2,64 et a? =± 2,65, peut être considérée 
comme une fonction algébrique du second degré. On appliquera 
donc la formule d'interpolation de Nev?ton, 

W. = u.+-^At.o+2-^'(^-^-ljAV 
dans laquelle on devra poser: iPo = 2,64 fc=0,Ol, 

tio=— 0,00792, Auo = 0,08871, A*Wo = 0,00140. 
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Comme a? — a?o «si la correction à felre à la taleur approchée 

Xo, — 7—^ sera le nombre de centièmes de celte correction. 
n 

Donc, en nommant z le nombre de centièmes que Ton doit 

ajouter à 2^64 pouj: former la racine, on a : 

et t/« devant être nul, on en déduit : 

Wo 3r(z--l) AX 
^ ■* AUjj 1.2 Awo 

Pour résoudre cette équation du-fieeond degré, on peut pro- 
filer de ce que z est très-petit, pour négliger d'abord le second 
terme du second membre, et prendre comme première ap- 
proximation : 

4f=— ^ = 0,0892797. 



àua 



'r 



Puis remplaçant z par cette valeur dans le second membre de 
l'équation [1], on trouve plus exactement : 

j5 =0,089921; 

par suite, la valeur de a? est : 

« = db S,6<^0899S1« 

1^3« EXEMPLE II. Résoudre rèqualion 

[1] asin*a?==sin(a? — ^), 

équation importante qui se présente dans le calcui des orbites des 
planètes. Soient donnés : 

log a 8 0,5997582, 
et ^=13«40'5",01. 

Gomme nos tables ordinaires ne donnent pas les valeurs des 
sinus naturels, mais celles de leurs logarithmes, nous prendrons 
les logarithmes vulgahres des deux toembres de Téquation ; ce 
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qui du reste simplifiera beaucoup le calcul. L'équation se pré- 
sentera alors sous la forme 

log a + 4 log sin a?= log sin (x — ç), 
ou 

[2] u« = log a + 4 log sin x — log sin {x — q) = 0. 

Pour obtenir une première valeur approchée de a?, posons 

d'abord : 

a?=g=rl3«40'5%01; 

nous- aurons : log sin x =T,3734 

4 log sin a? = 3,4936 
log a =0,5998 
et G* log sin (a? — g)-* 1 = oo 

donc w.=4-oo. 

De la même manière, nous trouverons pour a? = 14®: 

logsina?*=î,3837 

4 log sin a?= 3,5348 
' log a = 0,5998 
et ' CMogsin(a?—g^) — 10 = 2,2371 
donc w. = + 0,37i7. 

De cette diminution rapide de la fonction u^j nous pouvons 
conclure, avec quelque probabilité, que la valeur a? = 14* est 
très-rapprochée de l'une des racines de l'équation. 

En effet, on trouve par des substitutions directes : 

fl?=14«20', w« = + 0,1096, 

^ x= 14^30', w, = -f 0,0322, 

a? =14*40', u« = — 0,0277. 

La racine est donc comprise entre 14«30' et 14«40'. 
Partageant cet intervalle en deux parties égales, on aura : 

pour X = 14035', u«= + 0,0005. 

Par conséquent la racine est comprise entre 14*35' et 14«40'; 
et elle est très-près du premier de ces deux nombres. 
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Pour obtenir une valeur plus approchée de a?, cherchons, & 
7 décimales, les valeurs de la fonction Ug correspondant aux 
valeurs de a?, de dix en dix secondes, depuis x=. 14*35'; et 
formons le tableau suivant, après avoir pris les diCtérences 
successives : 



A*w 



X 


U 


Au 


14*35' 

14*35'10'' 

14*35'20" 

14«35'30'' 

14*35'4e'' 


+ 0,0004870 

— 0,0005054 

— 0,0014938 

— 0,0024782 
—0,0034587 


— 0,0009924 

— 0,0009884 

— 0.0009844 
—0,0009805 



—0,0000040 
— 0,0000040 
—0,0000039 



On voit que, pour des valeurs de x équidistantes et assez 
voisines, les différences secondes de la fonction u^ sont à peu 
près égales ; donc le premier membre de l'équation proposée, 
dans les limites restreintes que nous lui avons tracées, peut être 
considéré comme une fonction algébrique du second degré. 

En procédant comme dans le cas précédent, on trouve : 

0~t^o+ JS. Awo + 7" A*t/o; 

et en substituant les valeurs de u^j At^o ^t A^t/o contenues dans le 
tableau, savoir, : 

Wj = + 0,000 4870, 
Awo=— 0,000 9924, 
AX =+0,000 0040, 

= + 4870 — 9924Z + 20 {z^ — z). 
OU z'—497,2j2f + 243,5 = 0; 

et, en prenant la plus petite racine de cette équation du second 
degré (la plus grande surpasserait 596), on a : 

j8f = 0,4902267... 



nous aurons z 



Dans ce calcul, nous avons pris pour unité dlntervalle Tare de 
Alg. sp. B. 18 
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dix secondes; la correction sera dpnc = 4^902, et la racine, 
exacte aux millièmes de secondes, est : 

X = 1 V35V,902. 

Si nous voulons vérifier ce résultat, nous trouverons : 

X — q= 54'59'',892, 
Iogsina? = ï,401 07445 

41ogsina;= 3,604 2978 

loga = 0,599 7582 

et CMogsin(a?— g')— 10 = 1,795 9440 
donc Ug= ; 



le résultat obtenu est exact. 

Mais l'équation [1] étant une équation transcendante, outre 
cetttî première racine réelle, il peut y en avoir encore une ou 
plusieurs autres, ou même une infinité. 

En effet, lorsqu'on continue les recherches, on trouve encore 
sur la première circonférence du cercle, trois autres racines 

a?4= 32« 2'28", 

a;, = 137027'59% 

ir8=±-193» 4' 18"; 

de plus, à chacune de ces quatre valeurs de a?, correspondent 
une infinité d'autres, positives ou négatives, et qui sont toutes 
comprises dans l'expression générale 

a?-fft><360«, 

k étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif. 

§ II. RésolutioD des équations transcendantes par la méthode 

des substitutions successives. 

274. METHODE DES SUBSTITUTIONS SUCCESSIVES. La méthodc, 
que nous appliquerons à Texemple qui va suivre, est d'un emploi 
très- commode dans tous le» cas où la nature du problème per- 
met de Tadopler. Voici, d'abord , d'une manière générale, le 
principe sur lequel elle repose* 
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Soit a? = <p (a?) 

une équation (mise, eomma on voit, sons une forme {^artieti- 
lière) ; et supposons que Ton ait trouvé une valeur approciiée a 
de sa racine : on aura, par suite, approximativement : 

a?=<p(a); 
soit b cette valeur; en Tadoptant, on trouvera : 

soit c cette troisième valeur; pn en déduira i 

aî=i(p(c)=d, 

et la série des nombres a, &, o, d..., qui peut se eontinuer indé* 
finiment, convergera, quelquefois, très-rapidement vers la véri- 
table racine. 

Pour apprécier la rapidité de cette convergence , nommons 
(a+ ^) la valeur exacte de la racine; nous aurons : 

Or, la fraetio» 9{a+hy-^(a) 

diffère p^u de la dérivée f' (a). On a donc, en désignant cette 
fraction par ç' (a) + e ; 

y (a 4- A) =: /i(p' (o) + (j> (a) -j- Ae ; 

donc a-j-/i = ftç'(a)+?(a)+**5 

et, par suite, (a + ft) — <p (a) = Aç' (a) ^k$ i 

l'erreur commise, en prenant 9 (a) pour racine, est donC| h très»- 
peu près, /Kp' (a), c'est-à-dire le produit de l'erreur précédente 
h par ç' (a). On voit que Terreur diminue, si ç' (a) est moindre 
que 1 ; dans le cas contraire, la méthode n'est pas applicable. 

276. Exemple* Déterminer les racinjs réelles de Tèquation 

10* 
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II est évident que cette équation ne peut pas avoir de racines 
négatives, parce que, pour un x négatif, le radical deviendrait 
imaginaire; nous n'avons donc qu'à nous occuper de la re- 
cherche des racines positives. 

Le calcul deviendra plus simple, si nous prenons les loga- 
rithmes vulgaires des deux membres; l'équation devient alors : 



[1] 



a? = ^loga?4- 5,5178238...; 



elle est ainsi sous la forme qui permet d'appliquer la méthode. 

En posant t/ = a?, et y = iloga?4-5,5I78238, 

nous aurons deux ligne?, dont les abscisses des points d'inter- 
section représentent les racines de l'équation. 

La première est une 
droite, bissectrice de Tangle 
des coordonnées orthogo- 
nales; la seconde est une 
ligne logarithmique, for- 
mée par une seule branche 
infinie, et ayant pour 
asymptote l'axe des y. Les 
deux lignes se coupent en 
deux points ; le premier très- 
voisin de l'origine; l'ab- 
scisse du second est com- 
prise entre 5 et 6. Il ne peut y avoir d'autres points de rencon- 
tre ; et, par suite, l'équation n'a que deux racines positives. 

Comme la valeur du terme connu de Téqualion [1] est près 
de 6, posons, en premier lieu : a? = 6, et substituons cette valeur 
dans le second membre de l'équation [1] ; nous aurons alors 
une valeur de a? plus rapprochée que la première, 

a? = 1 log 6 4- 5,51 78 = 5,9069. 

En substituant cette seconde valeur de x dans l'équation [1], 
nous aurons : 




i !og 5,9069 -f 5,517 .8238 = 5,903 5036, 
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Poursuivant ce procédé , nous obtiendrons pour la troisième 
substitution : 

a? = ^log 5,903 5036 + 5,517 8238 = 5,903 3787; 
ensuite : a? = ilog 5,903 3787 + 5,517 8238 = 5,903 3741, 
puis : a? = ilog 5,903 3741 +5,517 8238, 
ou 0?= 5,903 3740. 

Le dernier résultat est exact à sept décimales; car on trouve : 

log a? = log 5,903 374 0=0,771 1004 

donc: ^loga?=0,385 5502 

5,517 8238 
d'où i log a?+5,5178.... = 5,903 3740=a?. 

Si nous reprenons les considérations générales, par lesquelles 
nous avons commencé ce paragraphe, nous verrons, en les ap- 
pliquant à l'exemple actuel, que l'on a : 

(p (a?) =^ loga?+ 5,5178238, 
,/ . Aoçre 

Or, X étant à peu près égal à 6, cette valeur de 9' (a?) est à peu 
près 7^; et, par suite, chaque valeur obtenue est environ vingt 
fois plus approchée qpie la précédente. 
Il nous reste encore à évaluer la seconde racine de Téquation 

[1] a? — i log a? — 5,517 8238 = 0, 

racine qui est comprise enlre et 1. Comme a? est nécessaire- 
ment une fraction très-petite, nous pouvons négliger le premier 
terme de l'équation, qui deviendra alors : 

^ log a? = — 5,517 8238, 

log a? = — 11,035 6476 

= Î2,964 3524; 

d'où l'on tire a? = 0,00000 00000 09211 97, 
valeur exacte à dix-sept décimales. 



278 LIVRE IV. 

S Ilf. Résôlatlon des é(|tlfttiofi8 tfàùscôndantes parla tnéthodddôNewtoti. 

2764 Szposd Dfi M iuSthods. Ia méthode de Newton s'ap- 
plique, sans modification, à la recherche des racines d'une 
équatioti transcendante, pourvu que l'on en connaisse toutefois 
une première valeur approchée. 

Soit, en effet, 

P(a?) = 0, 

une équation ; et soit a une valeur approchée de la racine, dont 
nous représenterond la valeur exacte par (o-f /i). 

On aura : P(a + A) = 0; 
mais le rapport — ^ — *—j- ^ 

diflêre peu de F' (a) ; et Ton a, par conséquent, en désignant 
par c un nombre très-petit : 

d'où Ton déduit, en remarquant que FÇa-^-h) est nul : 

F'(a)+.' 
cl — jttA est, par suite, une valeur approchée de h. 

977* EXEMPLE I. Soit donnée l'équation 

[1] a?*— 100 = 0. 

Substituons d'abord à la variable x les nomores naturels; 
nous aurons : 

Q^=:l, 1*=1, 2^ = 4, 3'»=27, 4* = 256,... 

On en conclut que notre équation n'a qu'une seule racine réelle, 
cl que cette racine est cotnprise entre 3 et 4. 
Le calcul devient beaucoup plus simple, lorsque » au lieu dé 
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traiter l'équation sous la forme donnée [l], nous prenons les 
logarithmes vulgaires des deux membres; nous aui*ons alors : 

a?loga?=2. 

Ainsi donc nous aurons : 

¥{x)=xlogx—2; 

d'où F'(a?) = loga? + loge: 

où e désigne la base des logarithmes népériens. 

Ces valeurs de F (a?) et de F' (a?), substituées dans la formule 
générale, qui exprime la correction fournie par la méthode de 
Newton, donneront pour h. 

, V (x) a;lopa?— 2 2— a?log« 

F' (a?) log a? + log e log e + log x* 

Première approximation. Nous avons trouvé ci-dessus, que 
la valeur de x est comprise entre 3 et 4. Posons d'abord a?= 3, 5, 
et calculons à 3 décimales. Nous aurons alors : 

a?=3,5 log e = 0,434 

log a? = 0,544 log a; = 0,544 



d'où a?loga?=l,904 log e + log a? =0,978; 

et 2 — a? log a?= 0,096; - 

et la valeur approchée de x sera : 

a? = 3,598. 

Deuxième approximation. Nous avons : 

a? = 3,598 log e = 0, 434^945 

donc log a? = 0,556 0612 log a; = 0,556 0612 



a?log a? = 2,000 7082, log e + log a; = 0,990 3557; 
et X log a?— 2 = 0,000 7082 ; 



1 



280 LIVRE IV. 

et 0? = 3,598 — 0,00071 510 

ou a? =3,597 2849. 

Troisième approximation. Pour avoir une valeur de x encore 
plus approchée, posons maintenant : 

a?= 3,597 285; 
nous aurons : 

log ic = 0,5559404378 loga:=5. 55594 04378 

a?loga?= 1,99909 997677 loge=0,43429 44819 



d'où a?log'a?— 2=0,00000 002323, log a?+loge=0,99023 49197, 
ce qui donne pour valeur de h, 

^ 0,00000 002323 ^ ^^^^^ r^r^c.^. ^^ 

h = -^ = 0,00000 0023458 ; 

0,99023 49197 ' vu^io^oo, 

et la valeur de a?, exacte à dix décimales, est : 

a?==3,5y728 50235. 

278. Exemple II. Résoudre l'équation : 

X — esina? = a; 

etsoiCLi 6 = 0,245 31615, 

loge =1,389 7262, 

a = 329'«44'27",66. 

Cette équation se présente dans V élude du mouvement elliptique 
des planètes^ lorsqu'on cherche la position de V astre dans son orbite, 
à une époque donnée. 

Avant de passer à la résolution de cette équation, nous allons 
montrer comment on réduit en degrés un arc de cercle exprimé 
en parties de rayons, et réciproquement. 



_j 
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On sait que, pour le rayon = 1 , la demi-cîrconférence du 
cercle, ou 180*, est égale à 

7c = 3,14159 26535 89793 23846...; 

donc l'arc égal au rayon sera ; 

1= — = 57»,29577 95130 82321.... 

= 57 n7'44",806247... = 206264", 806247.... 

C*est donc par ce dernier nombre qu'il faudra multiplier la Ion" 
guewr dHun arc donné en parties du rayon, pour le ramener à la 
mesure ordinaire des arcs; et réciproquement, en divisant le nombre 
de secondes, que contient un arc de cercle, par 206264,806247...., 
on obtient sa longueur en parties du rayon. 

Si, par exemple, ^ous voulions convertir en parties du rayon 
Tare de cercle a = 329^44' 27", 66, nous aurions : 

a=1186067",66, 

loga=6,074 4755, 
log206264",8 = 5,314 4251, 

donc logo? = 0,760 0504; 

et de là, en parties du rayon, 

a? = 5, 755 067; 

en sorte que Tare de 329* 44' 27", 66 vaut environ 5 | fois le 
rayon. 

On donne quelquefois cette règle de conversion sous une autre 
forme, équivalente à la première. Désignons par a la longueur 
d'un arc en parties du rayon, et par a' le nombre de secondes 
qu'il renferme : si Ton divise a par la longueur de Tare d'une 
seconde en parties du rayon, on a évidemment pour quotient a'. 

Ainsi 77: = a'. Mais l'arc d'une seconde et son sinus sont 

arc r 

égaux à moins de jr^^ ; donc : , 



a 



p, = a', et a=:a'sinl\ 
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Ainsi, pour convertir en secondes v/n arc exprimé en parties 
du rayon^ il faut diviser sa longueur par sinl"; et réciproque- 
ment, pour exprimer en parties du rayon un arc évalué en degrés^ 
minutes et secondes^ Ù faut le convertir m secondes, et multiplier k 
résultat par sin l*'. 

Nous n'avons pas besoin de dire que le logarithme de sin 1' 
se trouve à la première page des tables. 

Ceci posé, déterminons d'abord le quadrant du cercle, qui 
comprend l'arc x; et pour cela, substituons à a?, dans l'expres- 
sion 

F(a?)=-aî—esina;— 5,755067, 

les valeurs linéaires de 0\ 90^, 180<>, 270«, 390o. Le résultat sera: 

x=0^ tsinarsi'o ¥(x)tm — 5,75..* 

a?=90* = - 6Sina? = 0,25 V(ôo)= — 4,43... 

Sa 

iC= 180^ = 71 eBina? = P(i) = — 2,61 

a?=270«=^ tsina? =— 0,15 P(a?)=— 0,79 

, a? = 360*=2TC 6èina? = P(a;) = + 0,53 

Donc l'arc x est compris entre 270» et 360^ ce qui était facile à 
prévoir ; et, comme son sinus est négatif, x est plus petit que 

a = 329» 44' 27", 66. 

Première approximation, par parties proportionnelles. 
Posons d'abord a; = 320% et calculons la valeur correspondante 
de F(/r). Pour réduire l'expression en degrés, minutes et se- 
condes, nous multiplierons, d'après la règle, le terme e sino; par 
206264,8..., ou nous le diviserons par sin l''', et nous aurons : 

sin X = sin 320* =:± — sin 40» ; 

ou ~ log(—sina?)= 1,8081, 

logt=;i,3897, 
log 206264= 5,3144, 

log{— t sîna? X 206264") = 4,51 22; 
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donc 206264*'X 8 sinx =— 32525"= — 9«2'5*'; 

et de là : cb = 320^ 

— 8sini» = +9»2'5", 

— a=— 329°4V28^ 
Donc: F (a?) = — 42' 23" =—2543"; 

Tare de 320o est donc trop petit. 
De la même manière, on obtiendrait pour a? = 330o, 

P (a?) =+ 7» 17'12''=26232''; 

donc l'arc a; = 330» est trop grand, et la racine de réquatioh esf 
comprise entre 520 et 330^ 
La différence des deux valeurs, 

P(320')=— 2543'' 

et P(330o) =+26232", 

étant égale à 28775", pour un intervalle de lO^ nous pourrons 
admettre comme valeur approchée de a?, 

2543 
x= 320^+ ^^^ X 10*= 320^53'. 

Applicatioîï Dte LA MéTHoDE Dfi NfiWTON. On a : 

P(a?)=iii«— 68in[«--329*'44'27", 06, 
F(a?)=l — ecoSa?. 

Prenons la valeur approchée de x comme point de départ. 
Soient c: = 320*53' et a? = a + A; 

» P(a) a — esiria — 329«44'27",66 

nous aurons : h=— ^^, = ; * , 

F (a) l-^eCOâa 

log(— sina)=ï,799 9616 logCOSa = î,889 7850 

loge =1,389 7262 logE = 1,389 7262 

Iog206264==± 5,314 4251 log(scosa) =î,279 5112 

■ l' y 

log(— esina) = 4,504 1129 ' eCOSa = 0,190 3317 

d*OÙ — esîna = 3l923",67 F(a) = 1 --eCOSa =0,809 6683. 



= S'» 52' 3", 67. 
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Donc «= 320® 53' 

— 6Sina=4- 8«52'â*',67. 
— a=-- 329^44'27",66 

et • P(or) = 36",01. 

w . . Pfa) 36", 01 

M*'« ''=- î>)=- Ô;8Ô?6683 = - ** '^«•- 

Donc a?= 320*53'— 44" 48 = 320*52' 15"52, 

valeur exacte aux centièmes de secondes. 
Vérification du résultat obtenu: Nous avons trouvé : 

a? =320*52' 15", 52; 

donc ' sina?=— sin39*7'44",48; 

et log(--sinaî)=r,800 0767 

log6=l"389 7262 
Ioîr206264"=r 5,314 4251 

log(—tsina?)= 4,504 2280 
î>'où — esina?=31932",14 = 8'>52'12",14. 

Or x= 320*52' 15", 52 

. — esina?=+ 8*52' 12", 14 

• —a =— 329* 44' 27", 66 

P(a?) = 0. 

Tiomme on voit, la méthode de Newton nous a donné, par un 
seul calcul, la valeur exacte de Tare x. 

§ IV. Ré:;olution de l'équation a;=taDg œ. 

Cette équation se présente dans la théorie de la chaleur^ et dans la 
théorie des vibrations des corps élastiques, 

279. CoNsiDÉRiCTiONS GÉNÉRALES. 1*^ Commc Téquation ne 
change pas lorsqu'on y remplace x par (— a?), il en résulte qu'à 
chaque racine correspond une autre racine égale, mais de signe 
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contraire. Nous ne nous occuperons donc que de la recherche 
des racines positives. 

2* Lorsque x est positif, il faut que la tangente le soit égale- 
ment, pour que (a? — tango?) devienne nul. Les arcs x sont donc 
terminés dans le l**, le 3% le 5'... quadrant du cercle, et leurs 
valeurs sont comprises entre me et (n + ^)w; w étant égal à la 
demi-circonférence du cercle ou à 180*, et n étant un nombre 
quelconque, entier et positif. 

3<* Dans chacun de ces quadrants, l'arc x va en augmentant 
depuis a?=mc jusqu'à a? = (n4-^)'f;ia tangente augmente d'une 
manière continue depuis zéro jusqu'à l'infini; par conséquent, 
il y a dans chacun des quadrants indiqués une racine réelle, et 
il n'y en a qu'une seule ; et l'équation proposée admet une infi- 
nité de racines positives et négatives. 

4^ L'équation étant vérifiée par a?=0, la racine correspon- 
dante au premier quadrant est zéro ; pour toutes les autres va- 
leurs de a;, comprises dans le premier quadrant, on sait que 
tangic^arca?. 

5* Si l'on représente pai (nw-f au) la n"* racine («,» étant 

moindre que ^J, il est facile de voir, que cet arc «» est d'autant 

plus grand que n est plus grand. 

Soit, en effet, n'ic + a^' la solution qui correspond à un nom- 
bre n' supérieur an, on a : 

tang (n-K + «•.) = tang ai»= nie -|- «n» 

tang(n'w4" «n) = tang»»' = n'w-f- a»* ; 

« 

or, n' étant plus grand que n, la différence n'w -}-ai»' — nw — «^ 
ou (n' — n)ir-|-an' — «n est positive, puisque (n' — n)7c^est au moins 
égal à w ; donc (n'w -f- «n ) surpasse (nw -|- cO ; donc tang o^» est plus 
grand que tangan; et, par suite, ««• est plus grand que «n, 
comme nous l'avions annoncé. 

6» Si la valeur approchée de la racine est trop grande, l'arc 
est plus petit que la tangente; si, au contraire, la valeur appro- 
chée de X est trop petite, l'arc est plus grand que la tangentei 
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Car, dans chaque quadrant, (x — tanga?) est positif, tant que la 
valeur donnée à x est inférieure à la racine ; et devient négative 
dès que cette valeqr surpasse la racine. 

280. Calcul de la première RAaNE. Ceci posé, déterminons 
la plus petite des racines, celle qui est terminée dans le 
troisième quadrant du cercle. On sait que tangl80? = 0, 
tang 225* = 1, et tang 270* = oo ; or, a? étant plus grand que ir, 
on a: 

arc 225* > tang 225* , arc 270«< tang 870« ; 

l'arc X est donc renfermé entre 225« et 270*. 

Cherchons maintenant les valeurs linéaires des arc conipris 
entre 250« et 260®, et de leurs tangentes respectives (on trouvera 
ces valeurs, qui sont souvent fort utiles, dans une table, k la So 
du volume) ; nous aurons : 

arc 250® = 4»363, tang 250® :;= 2,747, 

arc 252® = 4,398, tang 252® = 3,078, 

arc 254« = 4,433, tàng 254® = 3,487, 

arc 256® = 4,468, tang 256® = 4,011, 

arc 257® = 4,485, tang 257® = 4,331, 

arc 268^ 5X3 4,503, tang 258® =3 4,705, 

On voit immédiatement que l'arc en question est compris 
entre 257® et 258®; ou que la valeur de a?, exprimée en parties 
du rayon, est entre 4,485 et 4,503. 

Nous admettrons donc, pour première yaleur approchée : 

05=4,503. 
pREmÂRB APPROXIMATION PAR LA Ifl^THODfi DE NeWTON. NoBS 

avons l'équation : 

F(a?) = a? — tanga;==; ; 

sa première dérivée est, par suite: 
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et le terme de correction sera : 

^"" F(a7)"" tangua; ' ^ 

De plus, nous supposerons a? = 4, 503. 

Notis aurons alors : x= 4, 503 

tanga;= 4,705 , 



et a? — tangaj = — •0,202. 

^ , 0,202 a,202 

Donc h=. ' — ri = ' — - =5 •—0,0091: 

(4,705)* 22,1 ^>^^^M 

la valeur approchée de x sera donc : 

Xi = 4,494. 

Deuxième approximation. Posons x^ = 4,494, et calculons à 
sept décimales. Pour transformer l'arc x en degrés, nous nous 
servirons de la table de réduction contenue dans les tables de 
Gallet, pages 214,215 et 216. 





a?i = 4,494 




3,49065 850 = 200"^ 




1,00334 150 
0,99483 767= 57* 


• 


0,00850 383 

843 576= 29' 




0,00006 807 

6 787= 14" 




0,00000 020= 0",04; 


donc 


a?i = 257^29'14", 04. 


On en conclut : 


log tango?! = 0,653 7870, 


et 


tanga\= 4,505 956. 


Par suite, 


tanga?i — a?i = 0,011 956 



log [laiig Xi — Xi] = 2,077 5859 
logtang^rri = 1,307 5740 



log (—/il) = 4,770 0119 
d'où . ' /I4 = - OjOOO 58886 ; 
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ce qui donne une nouvelle valeur approchée de a?, 

ir, = 4,493 411. 

Comme la valeur de œ^ était exacte aux œilliëmes. Terreur 

1 

de Xt sera de Tordre de 77^. 

10' 

Troisième approxibiation. Le dernier calcul nous a donné, 

1 
avQç une approximation de j^ environ, 

(Ct=tangirj= 4,49341. 

Pour obtenir une valeur de x encore plus rapprochée, au lieu 
de prendre a?i= 4,49341, posons: 

tangrTjsrr 4,49341; 

ce qui facilitera de beaucoup le calcul. 
Nous avons déjà trouvé (i 72) : 

arc cotang 4,49341 = 0,21897 94968 94113; 

de plus, nous avons : 

arc tang x = 270* — arc cotang x; 

mais 270*= Y = 4,71238 89803 84690 

et arc cotang 4,49341 = 0,21897 94968 94113;* 
donc (rt=arctang4,49341 = 4,49340 94834 90577 
et tanga?i= 4,49341 

d'où tanga?a — a?a= 0,00000 05165 09423; 

mais tang' x^ =■ 20,19073 34281 ; 

, . _ x—\ar)gx _ 0,00000,05165 0942 

^^"^ '^ ~ tdng'o; ~ ""20,1907^ 3fà281 » 

OU /ij = — 0,00000 00255 815... 

Nous avons trouvé ci-dessus : 

ir, = 4,49340^4834 906; 
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donc a^»a?i+ /h = 4,493409 457909, 

valeur exacte; à douze décimales; ce nombre, transformé en de- 
grés et parties de degré, devient: 

a?, = 257«2ri2", 231224. 

Les tables de logarithmes de Ylacq, tables à dix décimales, 

donnent : 

tang 0^ = 4,4934 09458; 

ce qui s'accorde parfaitement avec le résultat obtenu. 

281. RÉSOLUTION GÉNÉRALE DE L*ÉQU\TI0N. Kéquation 

[1] X — tanga?=0, 

qui se distingue par la rapidité avec laquelle on arrive à la dé- 
termination nette et complète de ses racines, est, en outre, 
remarquable par la facilité avec laquelle elle se prête à une ré- 
solution générale, analogue à celle des équations algébriques 
du second degré. 

En effet, il suffit de trois ou quatre substitutions successives 
pour obtenir l'expression générale de toutes ces racmes avec 
une grande précision. 

Nous avons déjà établi (page 285), que la vr* racine est plus 

petite que ( n -}- - j ic, ou que (2n -f- 1) |. Posons donc : 

(2n+l)j = a?+ô, 

équation dans laquelle désigne la distance de l'extrémité de 
l'arc a; à celle du quadrant où il se termine. Nous aurons alors: 

tang a? = tang (2n +• 1) ^— ô = cotang e, 
d'où tang 6 = 



tang a?* 
aiais nous avons également, d'après l'équation proposée : 

tang a? = a?; 
\lg. sp. B. 19 
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1 

donc tangO=-, 

et [2] (2n+ 1)ô =a?+arc. tang-. 

Or - est plus petit que 1 : on peut donc développer en série 
w 

cette dernière expression ; et Ton a : 
d'où, en désignant (%n+\)^\mra: 

roi 1 I 1 1 . 1 

[3] a?=a^. 4-^-— + _,«... 

Q'est de cette équation que nous tirerons la valeur de os ^w fonc- 
tion de a. 

Négligeons d'abord le terme ~ et les termes suivants : noas 

aurons â?=: a; si nous substituons cette valeur i^ s$ d^^sk second 
membre de l'équation [3], nous aurons, en négUge^^t l^3**o.- 
pyissance^: 

1 

a?=:.a— -• 
a 

Une nouYclle substitution, avec suppression des 5** puissances, 
donnera ; 



_ /l , 1 \ , 1 _ 1 2 ; 



Car la division donne : 



1 i. L+ij. 



a — 
a 



x=a — 
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Ei\ siîb^tim^qi celte v^k^r de « daii» le ««(an4 membre d« l'4- 
quation [3], p^» effeçip^pi les â(Yt»QO| P» m négUgçani l«s 

7" puUçances, nom aurons ^J^^p valg«r df » enpwa i4h8 ap- 

ptQcliée :. 

(«-«-31») 3^(«-5-3J.) K''-J-3^) 

V 

Enfin, pour obtenir une nouvelle approximation, rennplaçons x 
par cette dernière valeur, effectuons les divisions et négligeons 
les 9<^ puissances ; le résultat sera: 

l +—J. L_4. 1 

V'*-~3^'— Ï3-J H a^3?; K'*~â) 

OU 

/l , 1 , 5 , 16\ , . /l , 3 . 8\ 

OU 

*^^ â 3a^ Iba«^^'105a»* 
Un nouveau calcul donnerait le 6* termç ^ )l l^rî% qui ^t 

781 
315a*' 

En remplafljipt^ 4aiis cettç fo|^^\}|e, a paF sa valeup (%n+ 1)|, 
et ir par 3,14159 26...., l'équation se présentera sous la forme : 

[4] » = (2n + 1) . î — ^^^_^y^ X 0,63661 97723 67581 
-(2ïïW^*^'^^*^^*"~C2Hrgî><0.042585 
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Pour avoir immédiatethent la valeur de la i**, de la 2«, de la 3*.... 
racine, on n'aurait qu'à substituer à n les nombres 1, 2, 3.... 
A mesure que le nombre n augmente, le nombre des termes 
diminue pour un même degré d'exactitude; et la valeur des 
finit par se réduire au premier terme 

lorsque n devient infini. 

Si, par exemple, on voulait obtenir, à sept décimales, h 
10* racine, il suffirait des quatre premiers termes; on aurait: 

2n+l=21, 

0? = 21 X %• = 32,986 72286 .... (voy. Callet, p. 214) 

— 0,03031523 

— 0,00001857 

— 0,00000002 
OU â; = 32,956 3890. 

Le calcul devient encore plus simple , lorsqu'on convertit les 
coefficients de l'équation [2] en degrés,. minutes et secondes; 
opération qui serait extrêmement simple à Faide de la table de 
réduction de Gallet. 

On obtient alors : 

/« I ,x AAi 131312^25 35479\24 
[5] a;=:(2n+l).90>- ^^^^;^ --{iK+W 

18693^ 121 55" 8784" 



(2W+1)* (2n + l7 (2n+l)» 



»•»• 



Calculant, d'après cette formule, la 5** racine de l'équation, on 

aura : 

n=5, 2n + l = ll. 

Il suffira d'évaluer les quatre premiers termes, et encore le 



DES DIFFÉRENCES. 293 

quatrième n'influe-t-il que sur les fractions de secondes. On 
aura : 

a?=llX90» — (11937^48 + 26^66+(/',12) 

= 11X90«— 11964^26 
OU a?=llX90* — 3M9'24''26. 

Voici les valeurs des onze premières racines : 

X.= 90« — 90», 

x,= 3X90*— 12»32'48'', 
ir,= 5X90*— 7«22'32", 
Xi= 7X90*— 5» 14' 22', 
X^=i .9X90*— 4» 3' 59", 
a?5 = 11^90»— 3» 19' 24", 
ir« = 13X90»— 2•48'37^ 
ir7 = 15X90»— 2» 26' 5", 
ir, = 17x90»— 2» 8'5r, 
rr, ==19X90»— 1*55'16^ 
a?io=21X90«— 1«44'17^ 

RÉSUMÉ. 

270. But de ce chapitre. — 271. Indication de la méthode des difTé- 
rences. — 272, 273. Exemples. •» 274. Indication, de la méthode 
des substitutions saccessives. ^ 275. Exemple. — 276. Indication 
de la méthode de Newton. — 277, 278. Exemples. — 279. Considé- 
rations générales relatives à la résolution de l'équation a;= tango;. 
^ 280. Calcul de la première racine. — 281. Résolution générale de 
réquation 0?= tango?. 
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EXERCICES. 

I. Étant donné un quadrant de cercle BCD, trouver un arc BM, tel que le 

secteur BGM soit égal tu triahgte CDR tpmè 
par le rayon CD, la cosécante GR et la cotan- 
gente DR» 

Soit Tare BM = « ; i*équation à résoudre sen : 

«rrCOtgOf. 

Et r«n troutera: 

=49•l?'36^5,5, 
X = cotanga; =0,860 3334. 

11. Trouver un secteuf BCM, qui soil la moi- 
tié du triangle CBT formé par le rayon CB, la tangente BT et la sécante CT 




Équation : 



Solution : 



2x=tangs. 

a;=66•46'54^23, 
ia; = Unga;=i,33l lîl 



111. Partager le demi-tercle ÂDMB eh âettx parties équivalentes, par une 
corde ÂM menée à Feztrémité du diamètre. 

On cherche l'angle MCD=9, 

Équation : ^=coâf. 



Solution : 



f= 42* 20' 4^,25, 
ç=cos(p =0,739 0851. 



IV. Étant donné un quadrant de cercle BCD, mener une perpendicolaira HP 
au rayon CB, qui partage Taire du quadrant en deux parties égales. 

Soit Tare BM=:«; on obtient l'équation : 

i«-?=sintf. 



£n posant : 

réquatlon deviendra 
Solution de rexcrcice III. 



2—1=*, 



jl=CT>Sj?. 
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T. Détèfliiiiièr b Sfecteur du cerde ÀGlî, de manière que )à cordé Ait le par- 
la^ e& deux parties équlyalènted^ b*ëst-à-dire (^Uè le triangle ACM soit égal au 
segment ÂDIf . 

Soit Tare AM=rX; Téquation à résoudre sera: 

)t=îsihjf. 

Solution : x = 108«36' IS^lé, 

«±=isînjrî=l,895494î. 

VI. Mener d'un point de la circonférence deux cordes ÂM et AN^ telles qu'elles 
divisent l'aiie du^rcle en trois parties égales. 

Soit BCM = â; ; on aura Véquation : 

«+, n»=g. 

Solution : X = 30»43' 33^0, 

=0,536267. 

VII. Déterminer, dans le quadrant BCD^ l'arc BM, de manière que cet aro 
soit égal à la corde BM prolongée jusqu'au point F. 

Équation : â; sin - =: 1 . 

Solution : x = 84»53'38'',83, 

= 1,481682. 

VIII. Résoudre l'équation : 

-ii2!£::iiï^=0,05848868, 

cotang » — cotang a 

o étent égal à 32n9'24'',93. 

On trouve : a; = 14* 14 35',34. 

IX. Résoudre l'équation : 10'= 19,3229 X». 
On trouve : â; = 1 ,446 354. 

X. Résoudre l'éqoatlon : 6^=: 17,64391 Xx. 
On trouve : x = 4,337 745. . 

XI. Résoudre l'équation : 

Su 

«•=c'»'=lll,3177...ï 
On trouve: «=3,644173675; 
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Oette équation se présente dans la thoérie des spirales logarithmiques, et, en 
général, dans la théorie des courbes qui coïncident dans tous les points avec 
leurs dé?eloppées. 

» 

XII. Résoudre Péquation : 

(e»+e-^ cos»— 2=0. 
On trouve: «=4,73004099. 

Cette équation se présente dans la théorie de la chaînette. 

XIII. Résoudre l'équation : 

{e' + er') cos « + 2 =0. 
On trouve : x= 1,8751 0402. 

XIV. Résoudre Péquation 

tang«=«i 






On trouve : Xt = 2,563 4342. 

«i= 6,058 670U 

Les trois dernières équations se présentent dans la théorie des corps élas- 
tiques. 



APPENDICE. 

* 

RÉSOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS 

IMPORTANTES. 



CHAPITRE PREMIER. 

DÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES. 

282. But de ce chapitre. Lorsque les deux termes d'une frac- 
tion sont des polynômes entiers par rapport à une même lettre x^ 
on peut, en effectuant leur division autant que possible, décom- 
poser cette fraction en un polynôme entier par rapport à cette 
lettre, et en une autre fraction dont le numérateur soit de degré 
moindre que le dénominateur. Le but de ce chapitre est de 
montrer, comment cette fraction peut elle-même être décom- 
posée en d'autres plus simples. Nous supposerons seulement 
qu'on ait résolu l'équation obtenue en égalant le dénominateur 
à zéro, et qu'on en ccmnaisse toutes les racines. Nous suppose- 
rons, en outre, que les deux termes de la fraction n'ont aucun 
facteur commun. 

S I. Cas des racines inégales. 

285. Forme de la fraction dans ce cas. Soit la fraction ra- 
tionnelle 

■-■J v{xy 

où f{x) désigne un polynôme en a?, de degré moindre que ¥{x). 
Soient a, 6, <;,••.., A, 2 les racines de l'équation 

F(a?) = 0. 

Nous supposerons d'abord qu'ellessoient toutes inégales. Nous 
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allons faire voir que» dans ce cas, on peut toujours mettre la 
fraction [1] sous la forme : 

•■ -^ f{x) X — a * X — b ' X — c ' ' X — k ' X — / 

A, B, Gy • . , K^ L désignant des constantes. Pour le dénnontrer) 
nous considérerons A, B, G, . .. .K, L, comme des coefficients 
indéterminés, dont noua déterminerons la valeur; puis nous 
vérifierons qu'ils rendent l'équation [2] identique. 

L'équation [2], si on multiplie ses deux membres par Y{x), 
devient 

Comme l'équation [3] doit être identique, il faut qu'elle soit 
satisfaite pour les valeurs a?=a, :c=6, . . . . , a7 = i. Si l'on fait, 
par exemple, x=^a, et si Pon remarque que, F(a) étant égal 
à zéro, tous les termes du second membre disparaissent» excepté 
celui qui est divisé par (a?— a), on a : 

désignant par 1 --^ 1 la valeur que prend It quolieot 

L^ — ^J« 

-^, quand on y fait x=^a. Or on a : 

X Cv 

F(a;) = F[a+(!r-a)] = F(a) + F'(a)(a?-a) 4- ^(a;-a)' 
en remarquant que P(a) = 0, on en conclut : 

puis, en faisant x^à, tous les ternies du Second membre disfia- 
raissenty à l'exception du premier; en sorte que 



en 



[lëil-c). 
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6t| par suite» l'équation [3] devient : 

/(û) = AF(a); 



d'uti Ton eondut : 



[4] A = 



^m 



n< 



Cette Valeur de A tfeôt pas nulle; car/'(a?) = n'admet pas la 
tacine a. Elle n'est pas inflnie ; car f(œ) =s o n'a pas de racines 
égales. 
On trouvera de même : 

Pour déterminer les valeurs précédentes, nous avons com- 
mencé par admettre la possibilité du développement [2] et de 
l'équation [3], qui en est une conséquence. Il est donc néces- 
saire de démontrer que ces valeurs, qui évidehiment sont les 
seules possibles, satisfont effectivement. Pour cela, remarquons 
qu'en les adoptant, l'équation [3] sera satisfaite pour les valeurs 
a^ b^ ...• k^ l de x; or f{x) étant, par hypothèse, de degré 
moindre que F(aî), cette équation est de degré (m— 1) ; elle ne 
peut donc avoir m racines, sans être satisfaite identiquement. 
Ainsi ces valeurs rendent identique l'équation [3] et, par suite, 
le développement [2]. 

284. Cas des racines imaginaires inégales. D'après ce qui 
précède, en désignant par f{x) un polynôme de degré moindre 
que ^{x) ^ et par a, 6, c ...*> ft, l les m racines de F(â7)sE o, oti a 
identiquement : 

*• J ^x)~W{a){x—a)^W{b){x—b) "^ * ' * " ■^^(0(^—0* 

Octtc formule suppose seulement que les racines a, 6, ...., /k, I 
sont inégales; Elle s'applique au cas où quelques-unes d'entre 
elles seraient imaginaires. Seulement, dans ce cas, il sera con- 
venable de faire subir au second membre quelques réductions, 
destinées à en faire disparaître les quantités imaginaires qui y 
sont en évidence 
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Soient a+Pv'--!, a— Pv/^, deux racines imaginaires; il est 

facile de voir que /*(«+? v^) ^^ /"(«— P V^--ï) ne diffèrent que 

par le signe de v/^; en softe que, Tune des deux expressions 

étant P+Qv^^, l'autre sera P—Qy^^. De même, F(oL+p^^ 

et FCa — p/^) pourront être représentés par M+Nv^'^^et 

M— N v^^^ ; en sorte que la somme des deux termes du second 
membre de [1], qioi correspondent aux racines considérées, est 
de la forme : 

P+Qv/^ ^ P-Qv/=^ 



(M+Nv'-OCa^-a-pv^-O (M— Nv/=3)(a;— «+P/-1)' 

ou, en réduisant au même dénominateur, et supprimant les 
termes qui se détruisent : 

2(PM + QN)(a?— «) + 2PNp— 2QMp 
(M^+N*)[(a:-a)»+p«] 

On voit donc que les deux fractions simples, qui correspondent 
à deux racines conjuguées, peuvent être réunies en une seule, 
dont le numérateur est du premier degré par rapport à x^ et 
dont le dénominateur est du second degré. 



§ II. Cas des racines égales. 

288. Forme de la fraction dans ce cas. Si le dénominateur 
de la fraction 

m 

m 

contient des racines égales, les formules précédentes ne sont 
plus applicables ; on peut néanmoins décomposer cette fraction 
en d'autres plus simples. Pour le montrer, nous établirons 
d'abord le théorème suivant. 

Théorème. Si a désigne une racine multipk de V équation P(af)=0, 
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« son degré de multiplicité , la fraction rationnelle {^ pourra tou- 
jours être décomposée de la manière suivante : 

m /"C^)^ A ■ f,(x) 

^ "" F (a?) {x—ar'^{x—a^-'%(xy 

A désignant une constante, ft (x) un polynôme entier et rationnel. 
Pi (x) le quotient de la division de F (x) par (x — a)*. 

On a, en effet, idenSquement, quel que soit A : 

r2l ^^^^ - r(a?) A , f(x)-A¥,(x) 

^ J F(F)""(a?— a)«F,(rr)"'(a?— a)-"^ (a?-a)*Fi (a?)* 

Si nous déterminons A par la condition 

[3] r(a)-AF,(a)=0, 

le numérateur du second terme du second membre s'annulera 
pour œ=a, et sera, par conséquent, divisible par {x — a); en 
posant donc : 

X — a '^ '' 

il viendra : nH=7 \i+; — ^v. im / \ ? 

ce qui démontre la proposition énoncée. 

Remarque. ¥i{x) étant le quotient de la division de F (a;) par 
la plus haute puissance de (x-^a) qui puisse le diviser, Fi(a) ne 
sera jamais nul ; et l'équation [3] fournira toujours pour A une 
valeur finie. On peut remarquer que cette valeur ne sera jamais 

nulle : car la fraction |^ étant réduite à sa plus simple ex- 
pression, f{x) et F (a?) ne peuvent pas avoir de racine commune; 
et, par suite, le numérateur f(a) de A ne peut être égal à zéro. 

f(x) 
Après avoir mis la fraction ^rH sous la forme 

' ■' (x—a)'^{x—a)'-'h\{xf 
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si Ton applique la même méthode au second terme ^e l'ex- 
pression [l]^ ûi) le mettra sous la forme 

Al étant une constante qui, cette fois, peut être nulle, et /"{(x) 
UM fonction entière. 

On pourra de même décomposer ; xl «r, / v Cn unesomme 

de la forme 

et, en continuant ainsi, on voit que la fraction proposée |r~{ 
peut être mise sous la forme : 

ru /_(^)— A I At . , k^x . A(ag). 

Â, Al,.. . A«M étant des constantes finies et déterminées, dont la 
première n'est pas nulle. 

On peut remarquer que le degré ief{x) étant supposé infé- 
rieur à celui de P (a?) , celui de /", (a?), est inférieur à celui de Fi {x) ; 
car, en multipliant la formule [4] par F (â?), ou a identique- 
ment : 

t5l /(»)=AF,»4.At(»— «)F,(a?)+. .. -|-A».,(a?-^a)-*F,(i) 

or /(a?) est au plus du degré (m — 1) ; il doit donc en être de 
roême de (a?— a)Yi/aî) : doftç f^cp) est au plu» du degré (i» — «— 1)> 
tandis que Pi (a?) est du degré (m — a). De plus, il tfeiûste aucun 
fiicteur commun entre /"«(a?) et Pi (a?); car ce facteur, divisanl 
f^{x) et Fi (a?), diviserait f{x)^ d'après [5], et serait ainsi commun 

à /• (a?) et à F (x). Il résulte de li, que la fraction g4^ se présente 

f(x) 
dans les mêmes conditions que «W. 
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Soi^t mainlepant b une seconde racine de F (a;):^0, et ^ son 
degi'é de multiplicité ; en sorte que l'on ait : 

F,(a?)=(a;— J>)»P,(rF); 

f (x) 
on peut appliquer la méthode précédente à la fraction ~-p ; et 

l'on ol)tiendra une exprçsaian de la forme : 

fjM B I Bi I . B^ , U(x) 

9, Bi,« M 9iHi ét^i^^ des constantes déterminées, dont la pre- 
mière »'e§t pas nuUe, et /i(«) étaut vue fonctian entière de degré 
jnoîndr^ qvte celui de Pj (ip), et qui n'a aucun facteur commun 
avec 1*9 (oO. Il résulte de là qu'cui g^érali ^i m suppôt ; 

la fraction '^^ pourra être décomposée de la manière suivante : 

f(x)__ A . Ai I { A«-i 

F(a?) (a?— aj*"^(a? — a)—* "^^ ' * ' x—a 

I B i Bj ■ I Bp.j 



j ^ I 5l_4- 4-Jïii 

A, Al,... B, B,,, .. C, Cl,... étant des constantes, parmi les- 
. quelles A, B, . . • C, ne sont pjas nuls. 

La méthode précédente, en prouvant la possibilité de cette 
décomposition, donne en même temps le moyen de TeflectueF. 

288. La décomposition n'est possible que d'une seulç ma- 
NiiRB. Nous allons maintenant prouver, qu'une fraction ration- 
nelle ne peut être mise que d'une seu^ei manière, sov^s la içr^e 
indiquée dans le paragraphe précédent. 
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Supposons, en effet, que Ton ait trouvé deux développements 
d'une même fraction ralionnelte : 

et 

A' A' A' B' 

ils sont égaux, quel que soit x. Multiplions*les par {x-^af, et 
faisons ensuite â?=a ; le premier se réduit à A ; le second s'an- 
nulerait si aucun de ses dénominateurs ne contenait le facteur 
x-^a. n faut donc que les puissances de {x—a) forment les dé- 
nominateurs de quelques fractions. Soit, par exemple, a' =a; je 
dis qu'alors on doit avoir a'=a, A'= A. Supposons en effet, s'il 
est possible, que l'un des deux exposants, a par exemple, soit 

plus grand que l'autre; tirons de l'équation qui exprime l'égalité 

A 

des deux développements, la valeur de . ^ .^ et réduisons 

tous les autres termes au même dénominateur ; on aura un ré- 
sultat de la forme : 

A __ ^{x) 
' (a? — a)*"" (a? — a)— * ^^ a?)' 

ou ^^^'^-''^^y 

«p et \|/ désignant des polynômes dont le second n'est pas divisible 

par {x—a). D'ailleurs A est une constante ; il faut donc qu'elle 

soit nulle; car l'équation précédente donne A=0 pour ic=fl. 

Donc »=«'. 

Je dis maintenant que A= A' ; en effet, en égalant les dévelop- 

A' 
pements, et en faisant passer le terme ( _ ^ ^^"^ ^^ premier 

membre, on pourra recommencer le raisonnement précédent, 
et prouver que (A— A') doit être égal à zéro. 

Les termes qui renferment les plus hautes puissances (a?— fl) 
dans les deux développements étant égaux entre eux, on pourra 
les supprimer de part et d'autre, et les restes seront égaux. Il 
faudra, par conséquent, que les termes qui-, dans ces restes, con- 
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tiennent les plus hautes puissances de(^— a), soient aussi égaux 
entre eux; et» en continuant ainsi^ on prouvera que les fractions 
simples qui composent les deux développements, et, par suite, 
enfin, les parties entières E(rr), E'(^}i sont égales chacune à 
chacune. 

287. MÉTHODE POUR LE CALCUL DES COEFFICIENTS. Pour ef- 
fectuer la décomposition d'une fraction rationnelle, on peut 
employer un procédé beaucoup plus simple que celui qui ré- 
sulte de la méthode indiquée plus haut (28lt). 

Soient 1^ la fraction proposée, et (a?— a)* un facteur mul- 
tiple de son dénominateur ; en sorte que Ton a : 

r{x)_ f{x) 

F(a?) (a?— a)"Fi(a?)* 

Pour trouver, par une seule opération, les fractions simples 
qui ont pour dénominateurs les diverses puissances de (or— a), 
on posera : 

f{x) _ f{a+h) 
(a?— a)»Pi (x)" h'^Fiia+hy 

Ordonnant ensuite les deux polynômes /"(a+Zi) et Pi (a+h) 
suivant les puissances croissantes de h^ on aura : 

f(a+h) _ A+Ai/i+A,A'+. . . +Am/t* 
F(a+/i)""(B+lWi+B2/i*+-. • +Bp/i''J/i''' 

Si l'on effectue actuellement la division du numérateur par le 
premier facteur du dénominateur, en ordonnant le quotient sui- 
vant les puissances croissantes de /i, on obtiendra des restes 
successifs dont les degrés croîtront sans cesse. Le premier terme 
de l'un des restes finira donc par être de degré égal ou supérieur 
à n. On arrêtera alors l'opération : le quotient sera de degré 
(n— 1); et Ton aura: 

AiG sp. B. 20 
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OU» en divisant les deux membres par h% reifiarquant que tous 
les termes da f{h) contiennent h à une puissance au moins égale 
à n, et posant i 

il vient : 









Si l'on remplace /i par la valeur (a?*-a), le premier membre 
de cette équation devient, précisément, la fraction proposée; le 
second se compose de la somme des fractions simples 

(a?— a)»»"*" (a;— a)»-*"^' **'^{x-^ay 

qui ont pour dénominateurs les puissances (a? — o), et d'une 
fraction rationnelle dont le dénominateur ne contient plus de 
facteur (x — a). On traitera cette fraction de la même manière 
que la proposée, pour en déduire les fractions simples relatives 
aux autres racines, et qui complètent le développement. 

288. Cas des racines imaginaires égales. La méthode que 
nous venons d'exposer ne suppose nullement que les racines 
multiples de l'équation proposée soient réelles. On doit re- 
marquer seulement que, si elles étaient imaginaires, on pour- 
rait, dans le résultat, grouper les termes deux par deux, de 
manière à faire disparaître les imaginaires ; mais il sera plus 
simple d'adopter, dans ce cas, une forme de développement, 
dont la possibilité résulte du théorème suivant. 

Théorème. Si k dénominaUur d^tme fraction rationnelle ~-^ 

admet n foi s nue racine imaginaire (a+Pv^ — l) et sa conjugnéf 
(a — py/ — l), en sorte que Von ait : 

ou pourra toujours "poser 

rn /'(a?)_ Pa?+Q , Ui^) 

V etQ étant des constantes^ et fi (x) un polynôme réel. 
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On a, en cBet, îdenllquement, quels que soient P et Q : 

r9i /far)_ m _ Pa ?+Q f{x)^l?x+Q)Ux) 

Or, on peut, évidemment, déterminer P et Q, de manière que 
le numérateur de la deuxième partie du second membre s'an- 
nule pour les liypothèscs : 

a? = a-f-Pv/ — 1, a; = a — py/ — 1,* 

et soit, par conséquent, divisible par (:c— &)• -t-P*- 
Si Ton suppose, en effet, 

P4(ad-pv/^)=M'dbNV— 1» 

la condition demandée équivaudra à 

(M±N^=nf)-[P(«±Pv^^^)+Q]{«f±NV^ = 0: 

et, en égalant séparément à zéro le coefficient de y^— 1 et l'en- 
semble des termes réels, on obtiendra deux équations qui four- 
niront, pour P et 0, des valeurs réelles. 

Le numérateur f{x) — (Pa?+0)F4(â?) étant divisible par 
{x — a)* + PS on peut le représenter par [(a? — a)' + P'l/i(ic), et 
l'équation [2] devient alors : 

r*-. f{^) Paî + Q . h{x) 

«"^J F(ï) [{X - a)»+ p^]- ^ [(0?— a)* 4- p^J'-^Fi ((»)• 

Si l*on applique le même procédé de décomposition à la frac-^ 
tion ! ■ ; \/i onn-ig /^\» on la mettra sous la forme 

[X— a)«+p^J-'^[(a;— c.)'+>»]-»F,(a;)' 
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et, en continuant de la même manière, on verra que la fraclion 
^r7-fpeut se décomposer de la manière suivante : 

. Pn-4a; + Qn-t , /n-i(a?) 

fn^i{x) étant de degré moindre que Pi (a?), et n'ayant aucun fac- 
teur commun avec lui. 

En rapprochant ce résultat de celui qui'a été obtenu (2Bo),on 
obtient le théorème suivant : 

289. Théorème. Si Von décompose le polynôme ¥{x) en facteurs 
réels du premier et du second degré, en sorte que Von ait : 

{(x) 
on pourra décomposer la fraction rationnelle r^p^ de la manière sui- 
vante : 

B , Bi ,1 Bp-i 



"r //* h\tiFZ Mni'"*"i" 



(a.-fc)P^(a? — 6)M » --^ {x — b) 
Pa? + Q I Pia? + Qi I , l\-ia?+Q^ 

, Ra? +S , R«,^^£+S«M 

E (â?) désignant une partie entière qui peut être nulle, et A, Ai.... 
A«-i, B, Bi.— Bp-i, P, 0, des constantes réelles. 

Le procédé, qui nous a servi à prouver la possibilité de la dé- 
composition donne aussi le moyen de reffectuer: et l'on pourra 
l'appliquer, pour former les termes qiii correspondent aux fac- 
teurs du second degré : a;'+P^ + ^» aî* + ^^4"^— 

On pourrait démontrer, comme nous lapons fait (286), que 
la décomposition en fractions de la forme indiquée précédera- 
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incnt n'est jamais possible que d'une seule manière et déduire 
de là un moyen de trouver, par la méthode des coefficients- 
indéterminés, les fractions qui répondent à une racine donnée. 
Mais nous supprimons ces détails, qui ne présentent ni difficulté 
ni intérêt. 

282. But de ce chapitre. — 285. Cas où le dénominateur de la fraction 
à décomposer n*a pas de racines égales. — 284. Transformation du 
résultat dans le cas où il y a des racines imagioaires. — 282>. Cas 
des racines égales. — > 286* La décomposition sous la forme précé- 
dente n'est possible que d'une seule manière. — 287. Méthode pour 
calculer les coefficients. — 288. Cas des racines imaginaires égales. 
— 289. Théorème général qui résulte de la théorie exposée dans ce 
chapitre. 

EXERCICES. 

I. Si 9 (a;)=0 est une équation de degré n, et a, b, x,„, k, l ses racines, 
on a, pour toute valeur dep plus petite que (n — 1) : 

On s'appuie sur la décomposition^ en fractions simples, de la fraction -p. 



II. 



in. 



3-f2.t; ^ 



(2x— 3)(5x— 4)"'2a;— 3 5a?— 4 

X 6 5_ 

a;»+lla? + 30 «+6 &* 



X 1 X — a 



a • — rc^ 3a;a— a?) ^ 3a(a;2+ ax + a")' 



x(a;+l)(a? + 2) 2x a?+ 1^2(a? + 2)' 



VII. 



x{x—\){x^-\-l) a?^2(x— l)^2(a?'+l' 

3+ag _ 8 1 

(5— a;)2— (6— 05)2 5— »• 

54-6fl; — 2a;^ _ 17 . 6 1_ 



^*"' (3+2Tj3 — 2(3 + 2a;)3^"(3+2a;)» 2(3 + 2»)' 



3)0 

X. 

XI. 

xu% 
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8 + 15«_ 
5«» 



_i 1 ( V2 

1+»* V^2ll+aJ 



V^2+a; 



V2-g ]^ 
— a;>/2+«'j* 



V2 + »» 1 
^ 70— 114«+143«' + 107«* + 46a?«+8aJ 



fi ■ ■ I 1 I ■ Il m mm 



^■i^"|*** 



1 , & I 3 1 



CHAPITRE II. 

SUR LES EXPRESSIONS IMAGIIVAIRES. 

§ I. Calcul des expressions imagioaires. 

JI90. But de l'introduction des expressions imaginaires 
DANS LE CALCUL. Là résolutîon des équations du second degré 
conduit^ dans certains cas, à des expressions qui n'ont aucune 
valeur numérique, et qui renferment l'indication d'opérations 
impossibles à effectuer. C'est dans un but de généralisation, que 
l'on a été conduit à employer ces expressions imaginaires. Nous 
avons vu, par exemple, qu'en les adoptant, on a l'avantage de 
pouvoir énoncer, sans restriction , des théorèmes tels que les 
suivants : 

Toute équation du second degré a deux racines. 

Dans toute équation du second degré, de la forme ir*+pj? 
-f ^ = 0, la somme des racine^ est égale au coefficient du se- 
cond terme, pris en signe contraire ; et leur produit est égal au 
terme tout connu. 

Ces avantages, qui dans le cas que nous citons, sont à peu près 
insignifiants deviennent très-importants dans la théorie géné- 
rale des équations. 

Les expressions imaginaires peuvent aussi être introduites 
utilement dans la solution de quelques questions, comme nous 
le montrerons dans ce chapitre. , 

291. Définitions et conventions. On donne le nom d'ex- 
pression imaginaire à une expressio n de la forme a+y^ — K 
— K désîgnaîit un nombre négatif, v^— K n'est pas un nombre, 
en ce sens qu'il ne peut servir de mesure à aucune grandeur ; 
mais il peut figurer utilement dans les calculs , d'après cette 
condition que son carré soit toujours remplacé par — K. Si l'on 
applique, en outre, aux nombras imaginaires toutes les règles 
démontrées généralement pour les nombres réels, les opéra- 
tions relatives à ces nombres seront suffisamment définies, et 
fourniront toujours, comme on le verra, dés résultats de même 
forme qu'eux. 
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aoa. Type de l'expression imaginaire. — K, étant négatif, 
peut être représenté par un carré pris en signe contraire, — &•; 

le type d'une expression imaginaire devient alors a + v'— 6*, 
que Ton écrit souvent : 

a + 6v^ — l. 

Remarque. On substitue à y^— 6* l'expression h \/— 1, en vertu 
de la com'ention faite plus haut : appliquer aux nombres imagi- 
naires toutes ks règks démontrées généralement pour des nombres 
réels. En effet, — 6* peut être considéré comme le produit 
6'X(— -1): et, en vertu d'une règle démontrée généralement 
pour les nombres réels, on peut faire sortir le facteur 6' du ra- 
dical. 

293. Expressions imaginaires conjuguées. Quels que soient 

les nombres réels a et 6, l'expression imaginaire, (a-|- 6 )J — l)> 
est la racine d'une équation du second degré, 

La seconde racine de cette équation est, comme on le voit faci- 

leuienl, a — ^y^ — 1. 

Les deux racines (a + 6 s/ — l) et (a — 6 y/ — 1) se nomment 
des expressions imaginaires conjuguées : leur somme est réelle et 
égale à 2a et leur produit égal à (a* + 6*).' 

294. Puissances de y/ — 1. Dans les calculs que Ton effectue 
sur les expressions de la forme {a+b ^Hl), on applique (291) 
à ces expressions toutes les règles du calcul algébrique, en opé- 
rant comme si y/ — 1 était un nombre. Quelques géomètres re- 
présentent ce symbole par une lettre i ; et, dans les résultais, 
ils remplacent i* par — 1 : les puissances successives de i ou 

v/ — 1 se trouvent par là déterminées : car on a : 
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cl ainsi de suite. On a, en général, n désignant un nombre 

entier : 

(v''=n'>»+« = »•• X » = » = v/'^^i » 

Toutes ces conventions sont nécessaires, si l'on veut pouvoir 
appliquer aux calculs faits sur les expressions imaginaires, les 
règles générales relatives aux nombres réels. Elles permettent 
de démontrer le théorème suivant, qui est fort important. 

295. Produit des expressions diaginaires. Théorème. Si ton 
considère un nombre quelconque d'expressions imaginaires, 

que Von effectue leur produit d'après les règles de la multiplication 

algébrique^ en remplaçant les puissances de ^^^ par les valeurs 
indiquées plm haut; quel que soit Vordre dans lequel on opère, le 
résultat sera identiquement le même, c'est-à-dire que l'on obtiendra 

la même partie rieUe et le mime coefficient réel pour V~^ * 

Si nous remplaçons, en effet, y^— 1 par i, on sait que le ré- 
sultat sera identiquement le même, quel que soit l'ordre que 
l'on adopte pour les multiplications successives; et que les coef- 
ficients des mêmes puissances de i auront, dans tous les cas, 
les mêmes valeurs. Si donc, dans les polynômes identiques, on 
reoiplace les puissances de i par les valeurs indiquées plus haut, 

savoir : i** par 1, i*"+* par ^— î, i**^* par — 1, i**+* par — v^-^, 
les résultats ne sauraient être différents; or il est tout à fait in- 
différent de remplacer, à la fin du calcul, chaque puissance de i 
par sa valeur, ou de faire successivement les substitutions après 
chaque opération partielle : car ces substitutions se réduisent 
toutes à remplacer le produit de deux facteurs égaux à i par le 
facteur — 1 ; et peu importe qu'on le fasse en une fois ou suces* 
sivement. 
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S06. ApmcAtiM. Nous donnerons immédiatement une ap- 
plication du ttiéorème précédent. 
Considérons le produit : 

P = (a + 6 /=rï) (c + d ^=n") (a — 6 v^^I^Ï) (c~rf \/^=n"); 
si on multiplie les deux pretniers facteurs, on trouve : 

et, en multipliant les deux derniers, on trouve : 

en sorte que Ton a : 

P=[(ac— 6d)4-(ad+6c) v^^=n"][(ac— M)— (ad+6c)v/^=Tl, 
ou, en effectuant : 

D'un autro côté, en œultipliaQl le premier facteur par le troi* 
sièmet et le second par le quatrième, on a : 

donc: P3i(o'-f-6»)(«»-f iP); 

ce qui donne la formole : 

laquelle est, du reste, extrêmement fhcile à vérifier. 

S II. Introduetion des lignes trigonométrtquea dans les expressioiis 

imaginairei. 

997« Forme nouvelle de l'expression iMAOïNAmE. Les ex« 
piessions imaginaires peuvent se mettre sous une forme parti* 
culière, qui simplifie souvent les calculs auxquels on doit les 
soumettre. 
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Soit Texpression a + 6 ^-^î 

si Ton pose : 

[1] a=pcos<p, 6 = psin^ p] 

on pourra, quels que soient a et 6, trouver pour p une valeur 
positive, et pour y une valeur moindre que 2^, qui satisâisient 
à ces deux équations; il suffira de prendre : 

•[3] p«=aa«+J«, tangç^j, [4] 

Les équations [3] et [4] se déduisent, en effet, des équations 
[1] et [2], en ajoutant leurs carrés, et en les divisant membre à 
membre. 

Réciproquement, si p et <pont les valeurs indiquées par les 
équations [3] et [4], on aura : 

1 1 __ fl 



\/» + a» 



b 
tang «p a 

±v^l + tang*9 ,,/7T^ ±:^b^ + à 



n/^+I 



ef, en remplaçant v/fc*+a* par p, 

c'est— dire a .•= dz p cos <p, 6 = dz p sin (p ; 

ce qui coïncidera avec les équations [1] et [2], si Ton a soin de 
prendre pour (p celui des deux angles qui« ayant pour tangenlc 

-, a son sinus de même signe que p. 

D'après ce qui précède, une expression imaginaire (a+èy^— î) 
peut toujours se mettre sous la forme 

p (cos (f + v/-^ sin f)f 
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et ne peut évidemment s'y mettre que d'une seule manière, 
(p devant ôlre positif et ^ moindre que 2tc). 

p se nomme le module et (p Vargument de cette expression 
imaginaire. Nous allons voir qu*il y a un avantage de simplicité 
à mettre les expressions imaginaires sous cette forme. 

298. HULTIPUÇATION DES EXPRESSIONS IMAGINAIRES. Soit à mU* 

tiplier les deux expressions : 

p (cos(p + v^^ sin (p), p' (co5 ç'4- V^— î sin ç')* 

En effectuant le produit, et en remplaçant seulement le carré 
de v/^ par — 1, on trouve : 

pp' [cos 9 cos ç' — sin <p sin cp' + ^"^^ (cos ç sin 9' + sin 9 cos 9*)] 

= pp' [cos (9 +<p') + \f-i sin (9 + 9')]. 

Par conséquent, pour multiplier^ l'une par Vautre^ deux expres- 
sions imaginaires f il faut multiplier les modules et ajouter les ar- 
guments. 

La règle précédente permet évidemment de faire le produit 
d'un nombre quelconque d'expressions imaginaires. 

299. Division des expressions imaginaires. Pour diviser, 
Vune par l'autre^ des expressions imaginaires^ il suffit de diviser 
les modules et de retrancher les arguments. On a : 

p(ros© -|-v/— 1 sin 9 p„ , ^ , , — - . . ._ 

p(cub3. +v~l Sin 9' P 

En effet, celle égalité devient évidente, si l'on chasse le déno- 
minaleur, et que l'on effectue la multiplication du second mem- 
bre, d'après la règle donnée précédemment. 

300. Puissances d'une expression imaginaire : cas où m est 
entier et positif. Si l'on suppose que les expressions à multi- 
plier deviennent toutes égales entre elles, les théorèmes précé- 
dents prouvent que : 

La puissance entière d'une expression imaginaire a pour module 
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la puissance correspondante du module^ et pour argument le pro- 
duit de V argument par Vindice de la puissance. Ainsi Ton a : 

[1] [p(cos9+v^— 1 sîn(p)]*=p"»(cosm©+v/-^sint7i(]>). 

Cette formule, due à Moivre, très-importante en analyse, s'étend, 
comme nous allons le faire voir, au cas où m désigne un nom- 
bre fractionnaire ou négatif. 

501. Cas où m est Fractionnaire. Supposons d'abord que m 
y soit remplacé par—,, m' étant entier, il s'agit de montrer que 
l'on a : 

[2] [p(cos?-fv~sincp)] =p""^cosJ+v^=n'sin jy 

Pour vérifier cette égalité, élevons les deux membres à la 
puissance m' : le premier donnera, évidemment, pour résultat, 

P (cos -}-<pv^^ sin ç); et la règle, donnée pour les puissances 
entières, montre qu'il en est de même du second. 

Remarque. Cos «p et sin ? étant donnés, cos ^ et sin •^, ne 

^ ^ mm* 

sont pas complètement déterminés; ils restent susceptibles 

de plusieurs valeurs distinctes. Il en résulte aussi des valeurs 

distinctes pour l'expression 



[ P (cos <p.+ v^— 1 sin <p)] 



i. 



ce qui est conforme aux piiucipes indiqués dans la théorie des 

équations. 

Si nous considérons maintenant le cas, où l'exposant m est 

m 
remplacé par une fraction —, il faut prouver que : 

[3] { p (cos f + \f^ sin <?)]"= p' ^cos ^ + V' -1 si n î^) , 

En effet, élever une expression à la puissance —, c'est, pardô- 

finilion, en prendre la racine «"»•, puis élever le résultat à la 
puissance m"'\ Or, les formules [1] et [2] permettent de faire 
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f uecessivement ces deux opérations ; et Ton est ainsi conduit à 
la formule [8]. 

* 502. Cas où m EST négatif. Supposons enfin que m ait une 
valeur négative — m' ; il faut prouver que Ton a : 



[p{cos <p 4- /^ sin <p)l~**'=5 r**' Icos (— m'<p) -f- \/— 1 sin (— tn'<p)] • 
Pour cela, remarquons que, par définition : 

[ p (cos 9 + yCTÏ sin 9)]-»' = f . ,, . /— :,. x]-> ? 

1 r 

[p (cosç+v/^ sin <f)\^ p**'(cosm' (p-f v/^^ sinm'©) 

puisque m' est positif (500); mais on a : 

1 cos0 4-V^rin0 

f*^(cosm'9+v/^ sinm'(p)] p"^ (cosm'ip + V ***î sin m' ç) 

=p-~' [cos (— m'(p) + v^— lsin(— m'(p)] : 
ce qu'il fallait démontrer. 

S m. Âpplieattons. 

Nous indiquerons quelques applications des formules précé- 
dentes. 

505. Théorème. Tout trinôme de la forme x* + px* + q est dè^ 

composable en deux facteurs réels du second degré. 

Posons x^=^z. Nous distinguerons deux cas : 
!<" Supposons que l'équation du second degréy; 

ait deux racines réelles «et P; on aura : 
et, par suite : 
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2* Supposons que réquation du second degré, 
ait deux racines imaginaires, « + p v^^, a — py^— l;onaùra : 

z*+pz + qc=:(z^ùL^p^l)(z—a + p^^)i ^ 
ety par suite : 

ce qui peut s'écrire : 

X (a? - >/«-Pv/^) (a?+ V«— Pv^^)- 
Puis, en posant : 

a+ p v/^ = p (cosç+ ^—^ sin^p), 
« — ^ ^ZTI ^ ^ (cosf — v^*^ «In ^)f 
et, par suite (292), 

Va + pv/^ =Vp (cos|+ v/=1 sin|), 

v/a-pv/^n = v^7(cos|-v^::i sin I), 
il vient : . 

= [a?-v^P*(cos|4- v/^ sin?) j[a?+v^p (cos| + v/~l sin|)] 

X [a?— v/p(cos|— yCITsinl^J [a?+v^7(cos|— /=lsin|) J 

ou, en réunissant le premier et le troisième facteur, et le second 
et le quatrième, qui, évidemment, sont conjugués : 

= [(a?-v^p"cos|y+p8!n«|] [(«+v^p"cos|) +psin«|J; 
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et le trinôme est ainsi décomposé en deux facteurs réels du se- 
cond degré. 

' SOI. Problèue. Exprimer cos rocp et sin mf en fonction de 
cos 7 et de sin f. 

On a : 

(cos <p+ V— 1 sin (p)~=cos 1719+ ^IIî sin mw 

en développant le premier membre par la formule du binôme, 
et en égalant lerésultatau second membre, c'est-à-dire, en écri- 
vant que les parties réelles sont égales, ainsi que les parties 
imaginaires^ on a : 

-_ mftn — 1) ^ - . , 
cos mç = cos^f — ^ cos*-*ç sin'<p 

■ w(m-l)(ffl-2)(7n-3) . 

^ 1.2.3.4 *^°® 9Sin«p+..., 

sin»n(p=mcos"^fsm<p-- — ^ — r-r~ ' cos"+*çsin*9+. .. . 

505, Problèbie. Évaluer x** -|- -- en fonction de x -f- -. 



Posons : a? = cos 9 + ^ — l sin ç; 

et, par suite : - = cos <p — /^ sin 9 ; 



X 

on en tire, d*une part : 



^+-=2cos(p; 



et, de l'autre : 

x^ = cos m<p -|- v/ — 1 sin m®, 



1 / — 7 • 

-T;=cosm<p— V— 1 smwç; 



d'où l'on conclut : 



of* -}- — =: 2 cos mç. 
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Âinsi^ la formule, qui donne cos mcp en fonction de cos (f>, pcr^ 



mettra de calculer — s-^— en fonction de a; H — • 

2 ' X 



Remarque. Pour obtenir la formule demandée, nous avons 
supposé à X une valeur imaginaire 



aj=cos<p + v/— lsin<p; 

le résultat est-il suffisamment établi pour une valeur réelle 
quelconque de a?? Pour démontrer que la formule est générale, 
il faut remarquer que, si Ton chasse les dénominateurs, elle est 
de degré 2m; et Ton sait, par la théorie des équations, qu'elle 
doit alors être identique, si elle a lieu pour plus de 2m valeurs 
réelles ou imaginaires de la variable. 

RÉSUMÉ. 

290. On rappelle que les expressions imaginaires se sont introduites 
dans un but de généralisation, dont rimportauce devient plus grande 
encore dans la suite de Talgèbre. — 291. Une expression imagi- 
naire, n'étant la mesure d'aucune grandeur, n'est pas un nombre • 
mais, à l'aide de conventions conveuables, elle peut figurer utile- 
ment dans les calculs. » 292. Ln a l'habitude de donner aux expres- 
sions imaginaires la forme (a+ôy/^). — 295. Toute expression 
imaginaire est racine d'une équation du second degré ; l'autre racine 
se nomme expression conjuguée. ~ 294. Puissances successives de 

}/ — 1. — 295. Un produit de facteurs imaginaires ne change pas, 
quand on intervertit les facteurs. — 296. Application du théorème 
précédent à la démonstration d'une formule d'algèbre entre nombres 
réels. — 297. Expression trigonom étriqué des expressions imaginai- 
res ; définition du module et de l'argument. — 298. Produit de deux 
expressions imaginaires. — 299. Quotient de deux expressions ima- 
ginaires. — 300. Puissances entières d'une expression imaginaire. 
^301,502. Extension du résultat obtenu au cas d'un exposant 
iraclionnaire ou négatif. — 303, 304, 305. Application des foi^mules 
précédentes à quelques résultats où ne figurent plus que des quan- 
tités réelles. 

Alg. sp. B. 21 



•' 
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exercices. 

I. Démontrer, sans avoir recours à des expressions trigonométriques, que 



v/a + bv'-l 
est la forme P + 9 v'— ï • 

On applique une méthode analogue à eelle qui est exposée (I, 317}« 
II. Trouver les racines réelles ou imaginaires de Téquation 

On trouve; «=±8, af==b-i/è^/irî. 



III. Il dôs^nant un nombre Jmpair premier avec 3, (»+y)»— «•— iT s'an- 
nule pour a;: 



louant un nombre ii 



On applique la formule de Moivre (300). 

IV. Résoudre l'équation 

a;«— 2»3 cos <%+ 1=^0. 

On trouve 2 valeurs pour «*, et l'on en tire 6 valeurs peur «, en remplaçant 
f par tous les arcs qui ont le môme sinus et le même cosinus. 

V. Quelles sont les expressions imaginâmes, (jQût la puissance, m^* est 
réelle? 



On trouve : r (cos — -+ J^ sin — ) . 

\ m ' * m J 



VI. Trouver une expression imaginaire, dont le cube soit égal à Tunité. 11 en 
existe deux dont chacune est le carré de l'autre. 

Oh trouve : -^ . 

2 

VII. En nommant a l'expression dont le cube est égal à l'unité, vérifier la 
formule : 

Ou effectue les calculs indiqués. . 

VIII. Le module de la somoie de deux expressions imaginaires e$t plu9 petit 
que la somme de leurs modules et plus grand que leur différence. 



CHAPITRE m. 

RESOLUTION DES EQUATIONS DU TROISIÈME DEGIUS. 

S I, Formules générales pour la résolution des équations 

du troisième degré. 

306. RÉDUCTION DE l'équation GÉNÉRALE. Solt réquation du 
troisième degré : 

[1] 9(rp)=iK'+aa?^+6a?+c=0. 

Posons x=x'-{-h; 

elle deviendra : 

et, si nous posons : /(/i) = 0, 

c'est-à-dire 6h + ^a = 0, ou /i = — 3a, 

réquation en ccf ne contiendra pas de terme en x'\ et sera de la 
forme 

[2] x^-^-px'+q^O. 

C'est sous celte dernière forme que nous étudierons l'équation 
du troisième degré, en supprimant l'accent de la lettre x. 

307. Résolution de l'équation ic^ = 1 . Nous commencerons 
par traiter l'équation plus simple 

L'une de ses racines est, évidemment, x=l. Pour avoir les deux 
autres, écrivons la proposée sous la forme 

te»— 1=^0, 
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et divisons le premier membre par {x — 1); nous obtiendrons: 

a?' + a?4-l=0, 

dont les racines sont : x = — — ^ • 

L'unité a donc une racine cubique réelle, égale à 1, et deux 
racines cubiques imaginaires; dans ce qui va suivre, nous re- 
présenterons Tune de ces dernières par la lettre a; l'autre sera 
a», comme on peut facilement le vérifier : 



(-±El)-=i 



~1 + ^^I^'_1 — 2v/— 3->3 _ — 1— y/^^ 

4 2 • 



Il est clair, d'ailleurs, que, si l'on a : 

«» = 1, 

on a aussi : a'= 1 , ou (a*)' = 1 ; 

donc a* doit être racine de l'équation [1], toutes les fois que « 
y satisfait lui-môme. 

508. RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DE l'ÉQUATION DU TROISIEMB 

DEGRÉ. Reprenons actuellement l'équation, 

[I] a:»+/?a;+gf = 0, 

à laquelle peut se ramener (506) toute équation du .troisième 
degré; posons, pour la résoudre : 

x^y + z; 
elle deviendra: 

i/»-|-3y'ir-)-3yj2r*+r»+p(t/+js) + g = 0; 

ce que l'on peut écrire : 

y Qi z étant assujettis à la seule condition d'avoir pour somme 
la racine cherchée Xy nous pouvons établir entre elles une rela- 
tion arbitraire, et poser 

[2] 3i/j+jj = 0; 
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l'équation devient alors : 

[3] y»+z»+g = 0. 

Or, on résoudra les équations[2] et [3], en remarquant qu'elles 
font connaître la somme et le produit des quantités y^eiz^; on 
a, en effet : 

y* et V sont donc les racines de l'équation, 

et, par conséquent, ces deux quantités sont respectivement : 



2^ V ^ 27' 2 V 4 ^27* 



On en déduit : 



W 



'=y+-\f^\/M+V-l-\/i+fr 



309. Nombre des racines fournies par la formule. La for- 
mule précédente exige quelques explications. Un nombre quel- 
conque A a trois racines cubiques, puisque l'équation a;* = A 
admet nécessairement trois racines. Pour obtenir ces trois ra- 
cines, il suffit d'en connaître une seule, et de la multiplier suc- 
cessivement par a et par a*; ce qui, évidemment, ne change pas 
son cube (307). 

D'après cela, la formule [4] qui donne la valeur de x, semble 
fournir neuf solutions; car chaque radical a trois valeurs, et 
rien n'indique la dépendance à établir entre elles. On doit re- 
marquer pourtant, que cette dépendance existe; nous avons, en 
effet: 

le produit des deux radicaux doit donc être réel et égal à 

P 
""3* 
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Soient, d'après cela, A et B deux valeurs des racines cu- 
biques remplissant celle condition; de telle sorte que Tune des 
racines de l'équation proposée soit : 

a?f=A+B; 
les valeurs de y et de jzr sont, outre A et B : 

aA, «'A, 
aB,. a^B; 

et il est clair que, le produit AB étant réel, les seules combi- 
naisons qui puissent également donner un produit réel, sont : 

iPj = a A + a*B, 
ir, = aB+a^A; 

et le nombre des solutions se réduit à trois, comme cela devait 
ôlre. 

g II. Conditions de réalité des racines deTéquation aî'+fW5+9+0- 

310. Examen des cas qui peuvent se présenter. On peut 
roniariiuer d'abord que les équations 



{ 



^' + P^ + ^ = Oi 



ont leurs racines égales et de signes contraires; car, s! l'hy- 
polhèse x = oL vérifie l'une, l'hypothèse x = — a satisfera à 
l'autre. 

D'après cela, nous nous bornerons à chercher dans quel cas 
I'é(iuation 

[1] x^-\-pX'\-q = Q 

» 
peut admettre trois racines réelles, q désignant un nombre 

positif. 

La règle de Descaries nous apprend tout d'abord, qu'il laul 
nécessairement que p soit négatif. S'il en était autrement, 
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réquatîoii [1] n'auraif, en effet, aucune variation; et la trans- 
formée en — a? 

— a?* — px + q = 

n'en aurait qu'une seule» Uéquation aurait, par suite, une seule 
racine négative, el n'aurait pas de racines positives. 

5il. CoNDiriGNs DE RÉALITÉ. Exaiuinons donc le seul cas où 
p est négatif. L'équation a alors, d'après la règle de Descartes, 
une seule racine négative; elle peut avoir deux racines positives, 
ou n'en pas avoir du tout. Ce sont ces deux cas que nous vou- 
lons distinguer. 

L'équation proposée peut s'écrire : 

q = — a^ — px=ix{ — p — 07*), 

p étant un nombre positif. 

SI a? varie de à y/^, lé produit x{^p — a?*) est d'abord nul ; 
il augmente jusqu'à Un certain maximum ; puis il diminue, et 

redevient nul pour x^^yj^p. Si donc le maximum surpasse g, 
il y aura deux valeurs de a?, pour lesquelles ce produit sera égal 
à g; et Téquâlion aura deux racines positives, moindres que 

v/— p. Si le maximum du second membre est moindre que g, 
l'égalité est impossible pour les valeurs de x comprises entre et 

y/ — p, et, par suite, pour toutes les valeucs positives de x; car le 
second membre deviendrait négatif^ si x^ était plus grand que 
— p. S'il arrive enfln, que le maximum du second membre soit 
précisément égal à g, l'égalité ne pourra avoir lieu que pour une 
sçule valeur de x; et les deux racines deviendront égales. 

La condition de réalité des trois racines s'obtiendra donc en 
cherchant le maximum de 

xi—p—x""), 

et en écrivant qu'il est moindre que q. Or, ce maximum cor- 
respond à la valeur de x qui rend la dérivée égale à zéro, et qui 
satisfait, par suite, à l'équation : 

— p— 3a;' = 0, 
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Pour celte valeur, W — |, le produit a?(— p— a?*), devieut : 



-Iv/l. »• V^' 



27 

la condition de réalité des trois racines est donc : 



q< 



V 27' 



OU 4p'+27g*<0. 

Il faut en outre, comme on Ta vu, que p soit négatif; mais cette 
condition est évidemment nécessaire à Texactilude de Tinéga- 
lilé précédente; et il est inutile de la mentionner à part. 

512. RÉSUMÉ. Diaprés ce qui précède, et en nous servant des 
principes généraux de la théorie des équations, nous pouvons 
établir les propositions suivantes, relatives à l'équation 

[1] a^+px-\-q=0. 

1® La sonw 5 des trois racines est égale à zéro. Si l'une d'entre 

elles est imaginaire et de la forme (a-j-.p v^^^), il y aura né- 
cessairement encore une autre racine imaginaire de la forme 

(ot — py/ — l) ; et il n'y en aura qu'une seule. 

S"" Le terme tout connu est égal au produit des trois racines 
pris en signe contraire. Si deux équations de la forme [1] ne 
diffèrent entre elles que par le signe du terme connu, leurs ra- 
cines seront respectivement égales, mais de signes contraires. 

Ainsi, pur exemple, les racines de l'équation, 

a?* — 390?+ 70=0, 
étant 2, 5 et — 7, celles de l'équntion 

a;*— 39a?— 70=0 

seront — 2, — 5 et + 7. 

3<> Lorsque p est positif y l'équation admet deux racines ima- 
ginaires. 
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4<' Lorsque le p est positifs l'équation admet deux racines ima- 
ginaires. 

5"* Lorsque p est négatif, l'équation a trois racines réeUes et 

inégales, si (§7 +t) ^^^ négatif; elle a trois racines rieUes, dont 

deux égales, si (fô+T-) ^®^ ^*^^' Enfin elle a deux racines imor 

ginaires, si (f^+T-) ^^* positif. 

Ainsi, par exemple, les équations suivantes ont : 

aî«+100a?dil6=0 

a?+ 12a?itrl6=0. .... 

^ -t- 1 6 = 1 r^c*°^s imagmaires ; 

îT»— 7rp±:16=0 

05* — I2a?ztl6=0 2 racines réelles égales; 

a?*— 20a?±:16=0)^ . a n • x 1 

S m. Résolution trigonométriqoe des équations du troisième degré. 

515. Cas des racines réelles. Nous allons maintenant mon- 
trer comment, à Faide des fonctions trigonométriques, on peut 
déterminer directement toutes les racines, réelles ou imagi- 
naires, d'une équation du troisième degré. 

1«' Cas. Racines réelles. Condition : 



\27^4/ 



<0. 



Lorsque l'équation [1] a ses trois racines réelles et inégales, 
la quantité sous le radical du second degré (50B) est négative; 
et la valeur [4] de x est la somme de deux quantités imaginaires. 
Pour la débarrasser de ces symboles imaginaires, posons : 

— |=pco8^, et 1 + 1^. =— p'sin»?; 
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la formule [4] deviendm : 

a?=:vpcos(p-[-psin<pv/-^^+ Vpcos© — psin<pv/ — 1 
et, d'après la formule de Moivre (502), on aura : 

x=)j^' (cos-M-^ }-sm-!^--i- — V— 1) 

+ v/p.^cos^î^-i-^ ^'"^3 ^V^-^M* 

formule où Ton doit donner à k les valeurs 0, i, S. Il faut (Tail- 
leurs que A; ail la même-valeur dans ces deux termes, pour que 
le produit yz soit réel. 

On aura donc : a? = 2 i/p. cos ^^-^ — ^, 
ce qui donne, pour les trois valeurs de A; : 

ê 

a; = 2^p.C0s|, 2v^p.COS^|+120<^V 2Vp.COs(| + 240«V 

ou 

a? = 2 v^prcps|-, — 2 v^p-cosTeo^»— Ij, 2^p.cos {\i(fi—^\ 

Pour déterminer les valeurs de p et de <p (p élant essentielle- 
ment posilif), on a: 

p'cos«<p = l\ --p«sin^cp=^- + g, 

donc: P'=-^' ^" P^y-f?' 

et cos©=— -«l^. 

^ 2p 

Remarque. Si la valeur, que la formule précédente assigne A 
coscp, est négalive, on cherchera dans les tables Tarcîp', qui a 
pour cosinus le même nombre pris positivement; et <p sera le 
supplément de <?'. 
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514. Exemple I. Partager un hémisphère en deux parties égales 
par un plan parallèle à la base. 

Soient : x la distance du plan sécant au centre de la sphère ; 

y le rayon de la section circulaire ; 

r = l le rayon de la sphère. 
On aura l'équation : 

2r*it, . xy^Tz r^n 

Or y«=r* — (c*; 

donc 2(1 — x) — x(\ — a?') = l; 

ou a? — 3à5-f 1=0; 

équation qui donnera la yaleur de x. 
Nous avons ici : p =— 8, ^=1 ; 

donc: p = y/HZ=i, etcosç=-^p=-i; 

donc j)=l20», et | = 40». 



Les trois racines de l'équation proposée sont donc : 

0?,= 2cos40®= 1,5320888, 
a?2=— 2 COS20^=— 1,8793852, 
Xi= ^2cos80*= 0,3472964. 

On vérifie que Xi + x^^-{-Xi=^ 0. 

Parmi ces trois racines, il n'y a que la dernière qui réponde au 
problème proposé; car seule elle est positive et inférieure au 
rayon de la sphère. 

515. Exemple IL Déterminer les abscisses des points dlnter^ 
section de la parabole x* = ^ y , et de l'hyperbole 4xy = 7 (x — 1). 

Par élimination de y, on u])tiv'iîl réqiiîillon : 

a^— 7a; + 7=0, 
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dont les racines déterminent les abscisses des points d'inter- 
section. On a : 

.p = — 7, q = + T; 

log (—f) = 2,53529412 log q = 0,84509804 

log 27 =1,43136376 CMog2 — 10 = 1^,69897000 

log p*= 1,10393036 CMogp— 10=1,44803482 

log p = 0,55196518 log COS(p'= 1,99210286 

<p'= 10*» 53' 36", 195 
<p = 169<» 6' 23", 805 



log v^p = 0,1 8398839 



^ = 56»22'7%935, (60<»-|) =^3•3r52^065, ^120»-|) =63» 37' 52^,065 

log COS = î, 7433874 log COS = î,999 1 272 log COS =T,6475281 

log 2 = 0,3010300 =0,3010300 =0,3010300 

log ^ = 0,1839884 =0,1839884 ' =0,1839884 

loga7i = 0,2284058 log(—a^) = 0,4841456 log a?, =0,1325465 
a?4 = 1,692021, a^ = — 3,048917, (r8= 1,356893 



Vérification. 

x^= 1,692021 
07, =— 3,048917 
Xi= 1,356896 



log a?i = 0,2284058 
log ^^2 = 0,4841456 
Jo^ir, = 0,1 325465 



571 + ^2 + ^8= ^' 



log rPiiCîa?, = 0,8450979 
516. 2* Cas. Racines imaginaires. Condition : 



\27 ^ 4 / 



>0. 



1<» Cas où p EST négatif. On a : 



4-^ 27' 
et Ton peut poser, par conséquent : 



1/ — ^ = isîû«' 
V 27 2 
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On aura alors : 

et «=y— |+|cos«=y/— gcos»J, 

ou , en remplaçant q par sa valeur -; — t/ — ^- , 

V=V/-f-\/^ et ^ = v/-|-\/cot^. 

Soit maintenant 9 un angle auxiliaire déterminé par l'équa- 
tion: 

tang(p=ytang^, 

on aura: y = y — |.lang(p, ^= t/— |. cot(p; 
et 9 par suite , les valeurs de x seront : 

Y/_^.tiang,+cot,] = Y/^.^^. 

et — éi/— |.[tang(p+cot<p]ih^V^^V^-[tang(p— notç], 

ou :— S-\/— l=i=V^— î-v/~P*cot29; 

sin 2çp V 3 '^ . ^ 

formules calculables par logarithmes. 
On cherchera d'abord : 



!• sm<«) = -i/ — ~, 
ensuite, 2* taug <p = t / tang ^ , 
après ,3* a?i = 2 y — \ 



coséc29, 



et enfin , 4» x = — y — f ^^séc 2 9 ±V— 1 . v/— P cot ^9 



I 
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Quant aux signes des racines, on tiendFa compte de ce que la 
racine réelle est toujours de signe contraire à celui du terme 
tout connu de l'équation, et que la somme des trois racines est 
nulle. 

517. Exemple m. a;»— 10,871385a?-|- 18,01032=0. 

Ona: p=— 10,871385, ^=+18,01032; 

donc : log (— ^\ = 1,6774908 , 

et log y/— ^ = 0,8387454; 

mais log 2 = 0,3010300 , 

et CMog^ — 10 = 2,7444786 , 

l'» donc log sin w = î, 8842540 ; 

delà: (o=50% et ^=25^ 

log tang* (p = log tang ^ =T,66a6725 ; 

2*» donc : log tang (p = 1,8895575 ; 

delà <p=37H7'31",287 

et ' 2^ = 75^35' 2'',574; 

logi/--| = 0,2795818 log v^^ = 0,5181424 

log 2 =0,3010300 log C0t2y =1,4100229 

CMog sin 2(p — 10 = 0,0138941 log v/^^C0t^2(p = Î,9281653 

log iri = 0,5945059 y/— ^COt 2cp = 0,8475501 

071 = 3,931026. 

Donc les trois racines sont : 

a;= — 3,931026, 
et rp = +l,960513di0,847550lXV'^^. 

518. Exemple IV. Déterminer les dimensions d'un cylindre 
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inscrit à la sphère, et tel que sa surface convexe soit égale à la sur^ 
face conves» des dçux caloUes^ qui ont même base que lui. 

Soient : r= 1 le rayon de la sphère, 

y le rayon de la base du cylindre, 

et X la distance de cette base an centre de la sphère i 

On aura : 47c (l — x) = k xyn ; 



mais y=y^l*~a;«; 

donc: ^ 1— a?=a^l+aî), 

ou aî'4-^*4-^""l=0' 

Posons: 0?=-^^, 

réquation devindra : 

j2»4-6^ — 34 = 0. 

On a ici: P=6, ^=—34; 

mais, dans cette équation : 

donc réquation a deux racines imaginantes, dont nous ne nous . 
occuperons pas. 

En résolvant directement Téqualion proposée^ à l'aide de la 
formule (299), nous aurons : 

Z = V 17 + v/297 + V 1 7 — v/i297 , 
= ^34,233687939d~ v^0,2336879396. 

En se servant des. tabler de logarithmes pour extraire les ra- 
cines cubiques, on aura : 

5r = 3,2470172 — 0,6159499 
ou j:; = 2,6310673; 
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donc a? =i 0,5436891; 

et 2a? = 1 ,0873782 , hauteur du cylindre. 

319. 2* Cas où p est positif : on posera : 

il vient alors : 

^ y cos o) y COS a> ' 

ou, en remplaçant q par 2 cot w \/^ » 

Posant, comme plus haut : 

. [2] tang(p=y/tangj; 

il vient: •« = \/|tang9, -2^ = — y|cot9; 



et les racines cherchées sont : 

' œi=2 i/^ cot 2<p dt^—p. coséc 29. 

[33 { ^^ 

^=— i/|cot2(p; 

320. Exemple. V. Soit l'équation : 

X* f 2,3473983a?— 9,876543 = 0. 
g = — 9,8 -76543, p = 2,3473983, 

log (— /?) = 0,9946050, logp = 0,3705868 ; 
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donc : log |y = l ,6803966 

log^ =1,6803966 

logy ^ = î,8401983 

log = 0,3010300 
C^ lofg (— g>) — 10 = r,0053950 

Donc: [1] loglang (0 = 1,1466233 

Delà: (0 = 7» 58' 42^91 . 

1= 3*59' 21^455; 

d'où log tang ^ = log tang* cp = 2,84347 60 ; 

donc [2] log tang 9 =1,6144920; 
et de là : 9 = 22* 22' 22'^22 

2(p = 44*44'44',44. 

Or: log 2 = 0,3010300 

log C0t2ç& = 0,0038555 CMog sin 2 <p— 10=0,1524513 
log y^ = r,9467328 log v/^=0, 1852934 

Donc [3] loga?4 = 0,2516183 lGff-^(—^ =0,3377447 

•• J o 1 > ^sin2(p ' 

a?4= 1,784918: 4-^ = 2,1764300 

. sin29 

et les racines de l'équation proposée sont : 

ar4= 1,784918, 

a? = — 0,892459 ±2, 176430 Xv/—1* 
Alo. SP. \ 22 
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306* Réduction de Téquation générale du troisième degré à la forme 
(B*+px+^=0.— 507. Résolution de Té ^uationa^ =1.-308. Ré- 
solution algébrique de Téquation cc^-^px+q^O, ^ 509. On moQ- 
tre que la formule fournit trois racines seulement. — 310. Discussion 
des cas où les trois racines ne sauraient être réelles. — 311. Condi' 
tion de réalité des racines. *» 312. Résumé. — 515. Résolution des 
équations du troisième degré par le moyen des tables trigonométri- 
ques; cas des racines réelles. — 314, SiS.^Ëiemples. — 316. Cas 
où il y a deux racines imaginaires, le coefficient du second terme 
étant négatif. — 517, 518. Exemples. — 518. Cas où ce coefûcitut 
est positif — 520. Exemples. 



CHAPITRE IV. 

HÉSpLUTION NUMERIQUE DE DEUX EQUATIONS 

DU SECOND DEGRÉ. 

S I. Méthode générale; exeiiples. 

321. Problème. Nous commencerons par résoudre la ques- 
lioa suivante : 

Quelle est la condition pour qu'une équation dw second degrés 

[1] ky*+1koy+Cx^ + Dy + EX'\'¥ — 0, 

fournisse^ pour l'inconnue y, une valeur de la forme Mx + N, 
M e/ N étant indépendants de x. 

On déduit de l'équation [1], en la considérant comme une 
équation du second degré en y : 

[2] 1/=— 2^i5±j^V'(B'-4AC>r*+2(BD-2AE)a;+(D'-4AP). 

Pour qae cette valeur de y ait la forme demandée, il est néces- 
saire et suffisant que le polynôme placé sous le radical 

(B* — 4AC) 05» + 2 (BD — 2AE) x + (D» — 4 AP) , 

soit un carré parfait ; et, pour cela, on doit avoir 

(BD — 2ÂE)»= (B» — 4AC) (D»— 4AP) ; 

ou, en supprimant les termes B'D* qui figurent dans les deux 
membres, et en divisant ensuite par le facteur commun 4A, 

[31 — BDÈ+AE'=4ACP — PB*— CD»; 

telle est la condition demandée. Si elle est remplie, la valeur 
de y prend la forme : 



[4] 



2A 2A\^ ^V'B'-W 
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522. MÉTHODE GÉNÉRALE DE RÉSOLUTION. Proposons-iious ac- 
tuellement de résoudre le système de deux équs^tions numéri- 
ques du second degré : 

[5] Ay*+Ba:v+CLr*+Dy+Eaî-fP=0, 

[6] , Ay+B'a?y-|-C'a?+D'v+E'a?+F=0. 

Si nous ajoutons ces deux équations, après avoir multiplié la 
première par \ le résultat pourra remplacer l'une d'elles. On 
obtient ainsi : 

[7] (AX+ A')2/*+ (BX+ B')a;i/+(CX+ C V+ (DX+D')y 

+ (EX+E>+(PX+F) = 0. 

X étant arbitraire, nous pouvons la déterminer par la condition 
que les valeurs de y» déduites de Téquaiion [7], soient du pre- 
mier degré en x. 
Il suffira (321) de poser : 

[8] — (BX+B') (DX+D') (EX+E')+(AX+ A')(EX + E^ 

=4(AX + AOCCX +C') (FX + r) — (PX + F'X'BX + BO» 

~(CX+G')(DX+D7, 

équation du troisième degré en X, qui aura, par conséquent, une 
racine réelle au moins. On calculera cette racine par approxi- 
mation; et, en faisant usage de la formule [4] (321), on obtien- 
dra alors, pour y, deux valeurs de la forme : 

§ 

y=Ma7+N, î/=Mia?+Ni 

M, N, Ml, Ni, étant connus en fonction de la racine X, en substi- 
tuant successivement ces valeurs de y dans Tune des équations 
[5] et [6], on obtiendra deux équations du second degré en x; 
il y aura, par conséquent, en tout, quatre valeurs pour x et 
autant pour y. 

325. Discussion. Il y a plusieurs cas à considérer dans Tap- 
plication de la méthode précédente; nous les discuterons avec 
quelques détails. Pour plus de simplicité, nous remarquerons 
tout d'abord, que le problème revient à déterminer l'intersection 
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de deux courbes du second degré. La méthode indiquée équi- 
vaut à la détermination préalable des droites qui réunissent deux 
des points d'intersection. 

1<* Si l'équation du troisième degré en X admet trois racines 
réelles, et si, en même temps, deux au moins de ces racines 
rendent positives la quantité 

(BX+B')*— 4(AX + A')(CX+C')=Af, 

ces deux racines déterminent deux couples de sécantes réelles, 
qui se coupent en général en quatre points. Ces quatre points 
sont les points d'intersection des deux courbes, et leurs coor- 
données donnent les solutions des équations proposées. 

2* Si l'équation du troisième degré a trois racines réelles, 
dont une seule rend positive la quantité k; ou, si l'équation n'a 
qu'une seule racine réelle, mais qui satisfasse à cette condition, 
les deux courbes n'admettent qu'un seul couple de sécantes 
communes. 

Il faudra alors chercher, si ces sécantes rencontrent l'une 
quelconque des courbes proposées ou non : dans le premier cas, 
les deux équations auront deux solutions réelles et deux solu- 
tions imaginaires; dans le second cas, elles auront quatre solu- 
tions imaginaires. 

3* Si enfin les racines réelles de l'équation en X rendent né- 
gative la quantité Ai, les deux équations ont quatre solutions 
imaginaires. 

524. Exemple I. Soient données les deux équations : 

3i/*-f-4^-t-3a?'— 9t/ — 15a?=0 {ellipse)^ 

y* — 2xy -f- a^-^ 2i/ — lOa? = (parabole). 

Ces deux équations, combinées ensemble, donnent Téqualion 

(3+^)y*+(4— 2X)a?y+ (3-f X)a?»— (9— 2X)t/— (1 5-f- 1 Ok)x=0 ; 

cl l'on obtient pour Téqualion [8] ; 

32X»-|- 388X* + 564X + 1 89 = 0. 
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Celle équation a trois racines réelles et négatives, qui sont : 

^ La quantité fe=— 20(1 + 2X) 

étant positive ou nulle pour chacune des trois valeurs deX, les 
courbes données admettent trois systèmes de sécantes communes 
réelles, doni les points d'intersection se confondent avec ceux 
des deux courbes, 

Il ne s'agit plus que de déterminer deux systèmes de sécantes 
et de chercher leurs points de rencontre* 

Pour X=--|, 

les deui^ équations du premier degré §ont : 

y = — a? + 2dr2, 
système de deux droites parallèles. 

Pour 5^ =— ¥, 



nous aurons: t/s=y~2±(-5-4-2j. 

Les points d'intersection des quatre sécantes sont : 

œ=l, y=Sy 
x=3, t/r=— 3, 
x=6, î/=— 2. 

Ces quatre points sont les sommets d'un (lapèzc dont les côtés 
sont formés par les quatre sécantes. Les deux autres sécantes, 
correspondant à X= — |, seraient les diagonales du trapèze. 

52^. Exemple IL Déterminer les points d'intersection des œurbes 

xy — 3a?+6 = {hyperbole), 

a?*— 9t/ = {parabole). 
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. Si, dans la premièro de ces deux équations, on subetitue à y 
sa valeur tirée de la seconde équation, 

on obtient immédiatement Téquation du troisième degré : 

a?«— 27a? 4-54=0, 

dont les racines déterminent les points d'intersection des d^ux 
courbes. Cette équation a trois racines réelles, deux positives 
égales, a?=3, et une négative, x=;— 6. 
A ces deux abscisses correspondent les ordonnées 

y=l et y=4; 

donc les deux courbes se toudient m point (3,1), et se coupent 
au point (—6,4). 

526. Exemple III. Soient données les devs équations 

y*+^ — 2a? =0 (cercle) y 
2xy — 1 = {hyperbole); 
réquation résultant de la combinaison,sera : 

y*-\'2'kxy+a^^%ic — X=0 

et en écrivant que cette équation représente deux droites, on 

trouvera : 

X»-.X--1 = 0. 

Cette dernière équation a une racine réelle et deux racines ima- 
ginaires. 

Pour évaluer la racine réelle, nous nous servirons des for- 
mules données (516) ; nous aurons alors : 

log sin <D=Î, 585 3481, 

* log tang^=î,301 3783, 

logtang© = T,767 1261, 
log sin 2cp=î,940 3459, 
log X=0,122 1235, 
X= 1,324 718; 
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4 
]a quantité ft-=4(X*— l) ou r-, étant positive pour la valeur àel 

que nous venons de trouver, les deux équations du premier 
degré, 

auront leurs coefficients réels; et, par conséquent, les deux 
courbes admettent un système de deux sécantes réelles com- 
munes. 
En substituant ces deux valeurs de y dans Téquation : 

%xy— 1 = 0, 

on arrive à Téquation du second degré : 






Pour que les valeurs de x soient réelles, il faut que Ton ait : 

— Xdb4r>0. 

v/x 

Si nous prenons le signe inférieur, le premier membre de- 
vient négatif, et la condition de réalité n*est pas remplie; psir 

conséquent, la droite 

2 

y=— Xa? — ;=(a?+X) 
V^X 

ne rencontre pas la courbe. 

Si, au contraire, nous prenons le signe supérieur, le premier 
membre devient positif, et la sécante 

y=-.Xa?+--=(a?+X) 

v^x 

rencontre la courbe en deux points. 
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En substituant à X et y/X leurs valeurs numériques, la der- 
nière équation deviendra : 

y=— 0,4558810?+ 1,150964; 

équation qui, combinée avec celle de la courbe, 

2a?y— 1=0, 
donne les deux solutions réelles des équations proposées, 

a? = l,967160, . î/=0,254l73, 
et a?=0,557424, y=0,89679l. 

527* Exemple IY. Résoudre les deux éqiLations : 

4i/» + 9a;'— 36a? = {ellipse)^ 
xy-- 12=0 (hyperbole) 
L*équation de condition est : 

X» — 144X— 432 = 0. , 

Cetle équation a ses trois racines réelles ; la première positive, 
et comprise entre 13 et 14 ; les deux autres négatives, et com- 
prises entre — ,3 et — 4, et entre — 10 et — 1 1. 

Parmi ces trois racines, il n'y a que la première qui rende 
positive la quantité 

fe = X* — 144 = -r--; 

par conséquent, il n'y a qu'un seul couple de sécantes réelles, 
dont l'équation est : 



Xa? . 3. /3/ , 2X\. 



mais nous allons démontrer directement qu'aucune de ces deux 
droites ne peut rencontrer les courbes ; car en substituant la va- 
leur de y dans la seconde des deux équations proposées, 

a;y— 12 = 
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on obtient les deux équations du second degré 



x^ 



(-i±l\/>)=^^v^^^-^^=«- 



La condition de réalité des valeurs de œ est î 



(-5-!\/f) 



3X + 48 -s±-l/^ >0, 



\/\ 



OU -.X±24\/^>0. 

II est évident que cette condition n'est pas satisfaite, lorsqu'on 
prend le signe négatif; car alors tous les termes du membre à 
gauche seraient négatifs. 

Mais comme on a X> 13, la condition n'est pas remplie non 
plus, lorsqu'on prend le signe positif. 

Par conséquent, les deux droites ne peuvent pas rencontrer 
les courbes ; donc les deux équations proposées n'ont que des 
racines imaginaires. 

528. Exemple V. Soient données les deux hyperboles^ 

4j/^— 4a;i/+9 = 0, 

8a;y — 42i/ + 9 = 0; 
déterminer leurs points d'intersection 

La valeur de t/, tirée de la seconde éqvation et substituée dans 
la première, conduit à l'équation du second degré en a?, 

4a;*— 3557+ 75 = 0, 

équation qui a deux racines réelles a? = 5 et a? = 3 J. 

Les valeurs correspondantes de y sont ?/ = f et y = J. 

Mais les deux courbes proposées sont des hyperboles, rappor- 
tées à une asymptote commune prise pour axe des abscisses; 
donc, en outre des deux points d'intersection que nous venons 
de trouver, elles ont encore deux autres points de rencontre 
éloignés à l'infini de l'origine. 
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En effet, lorsqu'on remplace x par -, et qu'on égale les va- 

z 

leurs de y tir ées de la première et de la seconde des équations 
proposées, on obtient Téquatfon du quatrième degré, 

W — 35z» + 75z* = 0. 

Les quatre racines de cette équation sont : 

4r* = 0, donc jï = 0, 

z = \ et J2r = ^, 

et comme a?=-, nous aurons les quatre solutions des équations 
proposées : 

jKr=:0, a? =00, î/ = 0, 

• * 

z==0, a? = — 00, 2/ = 0, 

z = {, a?=5, y = \] 

529. Cas particuuers. La résolution de deux équations du 
second degré, à deux inconnues, se réduit, dans certains cas 
particuliers, à la résolution d'une équation^ bicarrée ou d'une 
équation du second degré. 

V* Lorsque les deux courbes sont concentriques, et rapportées 
à leur centre commun pris pour origine, leurs équations ne 
contiennent plus de termes du premier degré par rapport aux 
variables; et l'élimination d'une variable donnera une équation 
bicarrée par rapport à l'autre variable. 

Exemple. 16i/' — 1 Qxy -}- 5a?' — 400 = (eWip*^), 

y' — a;' + 1 6 = (hyperbole) . 

r 

Les solutions sont égales deux à deux, mais de signes con- 
traires. 

2*" Lorsque les deux courbes sont homofocalesy et rapportées à 
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leur foyer commun, pris pour origine des coordonnées Jes deux 
équations se mettent sous la forme 

y^ ^ x^ = (ay+bx + cy, 
y^+x'={a'y + b'x+cy; 

donc ay-^-bx-^cz^ziz {a*y + b'x-^- c'), 

ou {a±a')y+{b±à')x+'{c±c')=0; 

et Ton aura deux équations du premier degré, que Ton combi- 
nera avec Tune des équations proposées. 

Exemple . 3y* — kxy + 4i/ — 2a? + 1 = (hyperbole) ^ 

y*— 2a?y+^*^3i/ — 3x — 1 = (parabole). 

3* Lorsque les deux courbes ont un diamètre commun , et 
qu'elles sont rapportées à nh système de coordonnées obliques, 
ayant pour axe des abscisses le diamètre commun, et pour axe 
des ordonnées une parallèle auxT^ordes, les deux équations ne 
contiennent la variable y qu'à la seconde puissance, et Télimi- 
nation de celte variable réduira le problème à la résolution d'une 
équation du second degré en x. 

Exemple. 2y' — Sx — 36 = (parabole) , 

î/* + 5a?'— 80 = (ellipse). 

4" Si les deux courbes s^oni semblables et semblablement situccs^ 
les termes du second degré dans les deux équations ont les 
coefficients proportionnels. 

Donc, si l'on multiplie l'une des deux équations par un* fac- 
teur convenable, et qu'on la retranche de l'autre équation, on 
obtiendra pour reste une équation du premier degré. 

Exemple, y* + ^xy — 3a?* + 6a? + 40 = (hyperbole) , 

ây» + 2a?y — 6a?* — 5y + 37 = (hyperbole). 

5° Lorsque les deux courbes sont des hyperboles ayant une 
même asymptote ^ et rapportées à celte asymptote commune 
comme nxe de a?, les deux équations ne contiennent la variable j: 
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que dans le terme xy; et rélimination de x donne une équation 
du second degré en y. 

Exemple. y' — 4a?y-|- 6y — 10 = 0, 

3y'+2a?y— lOy-j- 8 = 0. 

S IL Résolution des équations du quatrième degré. 

530. MÉTHODE DE RÉSOLUTION. La méthode, que nous venons 
d*exposer, sert à réduire la résolution de Téquation du qua- 
trième degré, 

à la résolution d'une équation du troisième degré. 

En effet, si dans l'équation proposée on remplace x^ par y, 
on arrive à l'équation : 

y * -f ory + 6y -f ca? 4- d = ; 

et la résolution de l'équation du quatrième degré est ramenée 
h la résolution de deux équations du second degré à deux in- 
connues, que nous pouvons résoudre au moyeu d'une équation 
du troisième degré en X. 

551. Exemple. Soit donné l'équation, 

a?*— 2x* — 8a:*+12a? — 4=0, 

équation qui n*a pas de racines commensurables. 

En posant x^=y (parabole), 

l'équation proposée deviendra : 

y* — 2xy — 8y-|-12a?— 4=0 (hyperbole). 

La résolulion de ces deux équations est ramenée à celle de Vt^ 
quation du troisième degré, 

X* + .16X* + 56X— 64 = 0, 

qui a trois racines réelles, 

X = — 8 et X= — 4di2\/6. 



] 
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la quantité k=4(l— X) 

est positive pour chacune de ces trois valeurs de X ; donc, les 
deux équations proposées admeUent trois couples de sécantes 
communes et quatre solutions réelles. 

Les équations des sécantes, qui correspondent à la deuxième 
et à la troisième racine de Téqualion en X, sont ; 

X = — 4 — 2v^6, 

" ( „=s+»-^ ±(,5+^i)(,_ii^) 

En cherchant les points d'interseclion de ces deux systèmes de 
droites, on obtient immédiatement les racines de l'équation du 
quatrième degrés 

a? = 2dbv^2 et x = —l±\/3, 

RÉSUMÉ. 

52 tr Condition pour qu'une équation du second degré à deux variables 
se réduise à deux équations du premier degré. — 322. Réduction de 
deux équations du second degré, à deux inconnues, à une (quation 
du troisième degré. — 525. Indication de divers cas. — 324, 52o, 
526, 527, 528. Exemples. — 529. Cas particuliers. — 530. Résolu- 
tion d'une équation du quatrième degré. — 531. Exemple. 



CHAPITRE V. 

QUELQUES EXEMPLES D'ARTIFICES ALGEBRIQUES. 

532. But de ce chapitre. Dans un grand nombre de cas, si 
l'on suivait, sans modifieationy les règles générales da calcul^ on 
serait conduit à des opérations compliquées, qui dépasseraient 
quelquefois la patience du calculateur. L'habileté du géomètre 
consiste à trouver, dans la forme particulière des questions qu'il 
traite, l'occasion de simplifier les opérations, et de panrenir plus 
iinmédiatemenl aux conclusions qu'il a en vue. De pareilles 
modifications exigent une grande habitude de Tanal; se et, sou- 
vent même, un véritable génie d'invention ; et l'on comprend 
qu'il ne nous est pas possible de donner des règles générales 
sur les artifices de ce genre. Nous nous bornerons à choisir, 
parmi les calculs algébriques les plus célèbres, quelques exem- 
ples, dans lesquels d'illustres géomètres ont poussé à un haut 
degré la dextérité analytique dont nous parlons. 

555. Problème I. On donne un polynôme du second degré, à 

trois, variables, 

[ l] Aa?' + ky + AV+ 2 Byr+ 2B'xz + 2h"xy 

^ +2&r+2C'i/4-2C''^-|-D; 

ei ion demande de remplacer x, y, z, par trois variables nouvelles, 
liées aux.premiercs par les relations, 

et s' imposant les conditions suivantes : 
l' Le polynôme prendra la forme 
[3] Gu' + G'v* + G"w' + Hu + H'v -f- W'to + K ; 
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i'Les neuf coefficients «, o', o", p, p', p", y, y', y, seront liés par 
les relalions, 

i«*+P*+Y*=i, l««'+PP' + n'=o, 

[4] {«"+p-+y" = i. {««"+pp"+rr^=o, 

( a''i+ p«^-f-y«= 1, ( «'«"+ p'p*4- Yy= 0, 

Ce problème se présente en géométrie analytique, lorsque l'on 
veut simplifier une équation du second degré, en changeant les 
directions des axes des coordonnées, sans qu'ils cessent d*élre 
rectangulaires. 

En multipliant respectivement les équations [2] par a, p, y, et 
en les ajoutant ensuite membre à membre, on a, d'après les 
ëqpations [4]. 

et Ton trouvera, d'une manière analogue ; 

Par conséquent, pour que les polynômes [ij et [3] soient 
équivalents, on doit avoir, en identifiant les termes du second 
degré : 

G («5 + py + p2)' + G' («'a? + p'y + /z)* + G^ («"x + fy + /i/)' 
= Aa;* + A'y» + AV + 2iyz + iB'xz + 2^xy ; 

ce qui donne les six équations suivantes : 

(Ga» + 6V» + 6"a'^=A , lG«p+GVp'+G"<«"p"=ff', 
[5] { Gp« + G'p" + Cp'" = A, j G«Y + G'a'Y' + G"aY=B' , 

f &r» + G'y" + G'Y" = A'; I GPy + G'pY + G'PY=B. 

Multiplions respectivement la première, la quatrième et la 
cinquième équation du groupe [&] par a, p, Yt et ajoutons-les 
ensuite; il viendra : 

fAl Ga = A»-}-B"p-|-B'Y. 
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Si Ton multiplie la seconde, la quatrième et la sixième équa- 
tion du même groupe par p, a, y, on aura de même : 

[A] Gp=A'p+B"a+BY; 

et Ton trouvera de même : 

[A] GY=:A"Y+B'a + Bp. 

Ces trois équations ont lieu entre a, p, y; elles sont du pre* 
mier degré; donc on ne pourra en tirer qu'une seule valeur 
de chaque inconnue, à moins que le dénominateur commun 
ne soit nul. Or, on satisfait à ces équations, en posant: 

a = 0, p = 0, Y = 0. 

Cette solution n'étant pas admissible à cause des relations [4], 
il faut que le dénominateur soit nul; et Ton doit avoir, par con- 
séquent : 

(A— G)(A'— G) (A"— G)— B*(A— G)— B^'CA'— G)-B''»(A"— G) 

+ 2BB'B'' = 0, 

« 

équation du troisième degré à laquelle G doit satisfaire. 

En multipliant la première, la quatrième et la cinquième 
équation du groupe [5], respectivement par a', p', /, on ob- 
tiendrait : 

[B] GV = Aa'+BT + BY, 
et, d'une manière analogue : 

[B] G'P' = A'P'+BV + By' 

[B] GY = AY+BV + Bp': 

et, en raisonnant comme plus haut, on prouvera que le déno- 
minateur des valeurs inconnues a', p', y', déduites de ces 
-dernières équations, doit être égal à zéro, et que Ton doit 
avoir : 

(A— G'){A'— G')(A'— G')— B«(A— G')— B'2(A'-G')~ h"\M'—G') 

H-2BB'ff' = 0. 
Alg. sp. B, 23 
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enfin on prouvera, par un procédé tout semblable^ que Ton doit 
avou: : 

(A— G/0{A'~G'0 (A''— G") - B*( A- G''- B'* (A'— G'O - B"^ (A''— G'O 

+ 2BB'B"=:0. 

et, par suite, G, G', G% sont le» trois racines de Téquation da 
troisième degré : 

• [t] (A— x)(A'-d?)(A''r.a?)— B»(A-iD)— B'XA'— a?)-B"*(A"-<p) 

On peut prouver que cette équation a ses trois racines réelles; 
et, pour cela, on remarquera qu'il est permis de lui donner la 
forme : 

P P' P" 

Si^ en effet, nous chassons les dénominateurs de cette équa- 
tion [7], en identifiant le résultai avec l'équation [6], il viendra: 

2P'F'=B^ 2FP2=B'S 2PF=?B"% 

PP'P" = BB'B"; 

équations auxquelles on satisfait en posant : 

p-^§:5! P'^^^" p/'-^ë!? 
i-— g , ^ — B' * *^ *" B' • 

De sorte que l'équation [6] deviendra : 

B'g^ BB^' M 

t^l T ^1IV\ + ^^ ^ BB- + ,, ^ B-B + ^="^' 

Pour prouver que cette équation a ses trois racines réelles, 
posons: 

. B'B" . ., BB"_ A''-?^-v' 

A jT- A, A — -g- — {*, A g// ▼, 

et supposons que ces trois quantités soient classées par ordre 
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de grandeur ; de telle sorte que X soit la plus petite et v la plus 
grande. Substituons successivement» à la place de m^ dans le 
premier membre de [8], 

— 00, X — e, X + e, fx — e, [A + e, v— e, v + e, +oo, 

6 désignant un nombre excessivement petit ; — - oo et qo donnent 
au premier membre la valeur + 1; et le résultat des autres 
substitutions se voit immédiatement ; car chacune d'elles rend 
Tun des termes infiniment plus grand que tous les autres. Re- 
marquons, de plus, que les trois numérateurs ont essentiellement 
le même signe, celui de BB'B"; et supposons, pour fixer les 
idées^ que ce signe soit -{-. Les résultats sont indiqués dans le 
tableau suivant: 

X— e 4- 

X-fe • — 

fA — e + 

{X + t — 

v-« + 

v-j- e — 

+ «> + 

Les substitutions fournissent donc six changements de signe ; 
mais entre X — e et X -f e, fx — e et f* + <> ^ — « et v -f- «, la 
fonction passe par l'infini* et est discontinue ; on doit donc con- 
clure l'existence de trois racines seulement, l'une comprise 
entre X -|- « et t^— e, l'autre entre (a + « et v — e, et la troi- 
sième entre v + e et oo ; c'est-à-dire que les racines sont com- 
prises respectivement entre X et fx, (a et v, v et oo . On voit 
qu'elles sont inégales, toutes les fois que les nombres X, (a, v, sont 
différents. 

Après avoir résolu l'équation [6] et trouvé les valeurs de G, 
G', G*, les équations [AÏLB][C], qui sont du premier degré, 
donnent les rapports des quantités a, p, y, a' p' y', a", p", /. 

Nous laissons au lecteur le soin de discuter les divers cas par» 
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ticuliers que peut présenter cette solution, et notamment celai 
où les quantités \ (a, v deviennent égales. 

384. Problème IL On propose de résoudre les trois équations : 

H* 

rn ^' I y* ■ ^*— -1 

Ces équations se présentent lorsqu'on cherche l'intersection 
de trois surfaces du second ordre, dont les sections principales 
ont les mêmes foyers. 

Si, dans l'équation [1], on chasse les dénominateurs, on ob- 
tient : 

— 6 Va?* = ; 

si l'on chasse de même les dénominateurs des équations [2] et 
[3], on trouve: 

— 6*c V = 0, 

et ces trois équations prouvent que fx*, v*, p*, sont les trois ra- 
cines de l'équation : 

[4] X»— X* (6*+c*+a?*+y*+^*)+X(6*c*+6V+c V-l-cV+Wr*) 

— 6Va?" = 0, 
On en conclut : 

«t celte équation fera connaître oo^a 
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Pour obtenir y* et jar*, remarquons qu'en posant : 

les équations proposées deviennent : 

y' I ^' I ^' -1 ; 

v't T^ v'» + 6« ^ v'» + (6»— c^) ' 

y' I a?^ I ^' 1 

et ne dififèrent des proposées que par le changement de ^ et y* 
en y* et a?^, et par celui de p, [a, v, en p', (x', v', de 6* en — 6', et 
de (^ en c* — b*. 
On peut donc écrire : 

6»(c» _ 6»)i/» = (^« _ ftî) (v' —&»)(&»— p') , 
On trouvera par un artifice tout semblable : 

et ces deux équations feront connaître x^ et y*. 

On pourrait arriver à des valeurs de a?^, y^y z*, par la résolu- 
tion directe des équations proposées, qui sont du premier de- 
gré; mais les calculs seraient beaucoup plus longs. 

Nous remarquerons enfin que p*, [**, v*, étant les racines de 
l'équation [4], on a : 

et, par suite: 

formule utile dans plusieurs recherclies, et dont la vérification 
directe exigerait quelques calculs. 
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55S. PROoiiiii m. Diêigvums par ^, \*j V,..* les fonctions li- 
néaires suivantes des indéterminées x, y, z,... 

V =ax -^-by -^cz +.. . + ^ 
jv'r^a'x + b'y+c'z+... + r, 



(Le nombre des fonctionst),!;', «*,... est supérieur au nombre 
des indëterminéies a?i y» z^...) 

Parmi tous les systèmes de coefficients x, x', x"... qui dcniiunt 
identiquement : 

[K] xt?+xV + xy+..,=a?— K, 

X, x', X*',... éta$U indépendants de x, y, z,... trouver celui pour 
lequel la somme 

Posons : 



[2] 






S, iQ> ï,.-. 5çrpnt4es fonctions linéaires (je a?, y, ^,...; et l'on 

aura: 

Ç=p:ïa* + y2;a6 + 5?2ac+ .. • +Xai, 

1^?= xiac+ yl.be + zlc^ + ' . • +2c/. 



[8] 



où 2a«=a'+a'^+a"2 + ...., 

et de même pourjes autres 2. 

Le nombre des quantités Ç, iq, Ç,... est égal au nombre n des 
inconnues a?, y, z,...; on pourra donc obtenir, par élimination, 
une équation de la forme suivante : 

TA] a.=A+(««)î+(«K»i + («Y)Ç+..., 
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dans laquelle (««), (ap), (ay),... sont des coefficients indépendants 
de 0?, y y z,... et de Ç, n, C,... que Ton sait trouver; et cette équa- 
tion sera satisfaite identiquement, lorsqu'on remplacera 5, ij, Ç-, 
p€|r leurs valeurs [3]. Par conséquent, si Ton pose : 

aCaa) +6(aP) +c{ciy) +...=a, 

.a'{aa)+b'{ap)+c\ar)+...=a\ 

I ^ J \ a"(apt) + ^''(ap) + c"(«y) + . . . = o". 



en multipliant respectivement ces équations par v, v\ v",... et 
en les ajoutant, on aura identiquement, en vertu des équaliuns 
[2] et [A] : ' 

[5] av+«V+aV'+...=a?— A, 

pourvu que l'on remplace v, v', v'\... par leurs valeurs [1]. 

Cette équation montre que, parmi les différents systèmes de 
coefficients x, x\ x",.., qui satisfont à la condition [fe], on doit 
compter le système : 

x = a, x' = a', x" = otf. 

On aura d'ailleurs, pour un. système quelconque, en retranchant 
ridentité [?] de l'identité [k] : 

(x^«)v + (x' — ay+Cx"— aV + ...=A— K; 

et cette équation étant identique, en vertu des équations [1], 
entraîne les suivantes : 

(x — a)a+(x'-.(x>;4-(x''— Oa''+... =0, 

(x— a)6 + (x'-a>'+(x"~a>''+...=0, 
(x-a)c + (x' — a'y + (x"-«V + ..-=Û, 



que l'on obtient en remplaçant v, v\ v"... par leurs valeurs [1], 
et en égalant à zéro le coefficients de a?, y, z... Ajoutons ces 
équations, après les avoir multipliées par (aa), (ap), (ay); i^ous 
aurons, en vertu du système [4] : 

(H._a)a-f.(x^ — aV-f.(x" — aV+...=0; 
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d'où en doublant cette égalité, et en la retranchant de l'identité : 

x«4-x'« + x"«...=)c«4-x'^ + x"î + ... 
jc»+x^+x''«4-. . . = a«+a'«+a"». . .+(x— a)«+(x'— aO*+... 

Par conséquent, l'expression 

x«-|.x'« + x"» + ... 

aura une valeur minimum, lorsqu'on aura : 

X — a, X — a ^ X ~T*ot , . • • 

556. Expression du minibium. Les valeurs de a, a', a",... sont 
définies par les équations [4] ; et pour les obtenir, il suffira d'y 
remplacer (a«), («p), (ay), par leurs valeurs, que l'on pourra dé- 
duire des équations [3] par les méthodes connues. Mais le mi- 
nimum s'obtiendra de la manière suivante. L'identité [5] montre 
que l'on a : 

6«+6V + 6V+...==0, 



équations que l'on obtient, en remplaçant v, v', v",.«* W^ 'c'^^ 
valeurs [1], et en identifiant les coefficients de a?, de y, de jf,.. 
dans les deux membres. 

Multiplions ces équations, respectivement, par (aa), (ap), («y), 
et ajoutons-les, en ayant égard aux relations [4] ; nous trouj^ 
verons : . 

[7] a« + a'« + a"»+...=(aa). 

Ainsi (aa) est le minimum cherché. 

557. Valeurs adoptées pour a?, y, jzt... Si v, v', v" étaient nuls, 
• l'identité [5] montre que la valeur de a?, qui vérifierait les équa- 
tions [1], serait a?= A. Mais le nombre des équations 

v = 0, t?'=0, v" = 0,... 

étant supérieur au nombre des inconnues, il est, en général, 
impossible de satisfaire rigoureusement à ces équations. Dans 
celte circonstance, les géomètres adoptent la valeur a; = A, 
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comme satisfaisant aussi exactement que possible aux équations. 
Un calcul analogue fournirait les valeurs que Ton adopterait 
pour y^ z,... et que nous désignerons par B, G... 

On peut prouver que ces valeurs, sans annuler toutes les 
quantités «, «', v", ce qui est impossible, rendent la somme de 
leurs carrés aussi petite que possible. Mais disons d'abord pour 
quelle raison les coefficients de ces diverses formules ont été dé- 
signés par la notation que nous avons adoptée. 

Nous avons trouvé plus haut : 

[7] a«+.a'« + a"«-f..,=(a«). 

On peut prouver d'une manière analogue que l'on a : 

En effet, p, p', ?"..•, vérifient lés formules : 

ap4-a'p'+aT+---=Û 

r«i .6p + 6r + 6T+... = l 

L^-' <cp+c'p' + c"p" + ...=0 



Si l'on multiplie les valeurs de «, a'. . . . , [4], par p, p. . . . et 
qu'on ajoute les résultats, on trouvera, en ayant égard aux 
équations [8] qui définissent p, p'. . . : 

[9] «p + «'p' + «r+.,.=(«p); 

^t la démonstration sera la même pour les autres formules 
analogues. On voit donc que la notation, adoptée pour les coef- 
ficients, sert à rappeler la formation des expressions qui leur 
sont égales. 

558. MiNMUM DE v*+v'*+v"*+*-* Si dans l'équation 

on substitue à a?, y, z... la valeur trouvée plus haut [A], et les 
valeurs analogues, on obtiendra, en ayant égard aux for- 
mules [4] : 

[10] V = aç + pyi+YÇ + ...+X, 

en posant: XssaA + ^B-j-cC-f-... +/. 
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On anra de même : 

[101 «'=.'1+^",+^"!;+,, , ^.v, 

l • • • 1 1 1 ! 1 f 



en posant : 



c'est-à-dire en représentant parX, V, X".,. les valeurs de v, v\ v'.., 
qui résultent des valeurs A, B, G... de x,'y, z... 
Si nous posons actuellement : 

nous pourrons former cette somme, en ajoutant les équations [l], 
après les avoir respectivement multipliées par v, v\ v'\..; et nous 
trouverons, en ayant égard ayx équations [%] : 

En substituant, pour v, t;', if..., les valeurs trouvées plus haut, 
et en remjirqu^nt que Toi» a, en Y^rtu de ridentjté [5] : 

il viendra : 

a=fej+ifiy+U + ..-— SA— viB— !;0,.. + Xi-f-X'/'+XT+.... 

Mais, en m^ltjpliant respectivement les éqpafipns qui définissent 
X, X', X''... par X, X', X"..., et en les ajoutant, on trouvç : 

X«^-X'»+X'^+. . . ^U+l'V+m'^+.. . +(Xa+XV+XW. . .)A 

+ (X6 + X'6'+X'r+...)B + (X(3+XV+XV+...)G + ... 

Or chacune des quantités, entre parenthèses, est nulle d'elle- 
même; car (ka+Va'+W +...), par exemple, est la valeur 
que prend Ç [2], quand on y remplace v, v\ i/',... par X, V, X",... 
ou, ce qui est la ipôme chose, a?, y, jj,.., par A, B, G...; et cette 
substitution annule Ç, comme on le voit d'après les équations 
[3] et ]A]. 



RESOLUTION DE QUELQUES QUESTIONS IMPORTANTES. 363 

Ainsi, Ton a : 

et, par suite : 

Û=Ç(a?-A)+7i(y-B)+î(if-C)...+X»+V» + r»+... 

Substituant pour (a?— A), (y— B), {^— C).,it les yalq^rs foqrnies 
par l'équation [A], et les équations analogues en y,^,,., il vient : 

Q = (ot«)Ç« + (pp) V + (yy)Î' + . - + m)ln + 2(«y)K 
+ 2(Py)i|I:+... + X*+X'* + V'» + ..- 

fie qui, d'après les formules démontrées pliia haut [7], [9], 
[10], revient à 

Û=(v— X)« + (u'— X')* + ...+X»4-V* + //'» + ... 
Par où l'on voit que 

est, çomuîe pous l'avions annoncé, le minimum de û. 

RÉSUMÉ. 

:î52. But de ce chapitre. — 533. Simplifier le premier membre d'un- 
équation du second degré, à trois variables, en changeant les direce 
lions des axes coordonnés, sans qu'ils cessent d'être rectangulaires. 
— 534. Trouver les points d'intersection de trois surfaces du second 
ordre, dont les sections principales ont les mêmes foyers. — 33S, 
336, 337, 338. Résolution d'un système, dans lequel le nombre de^ 
inconnues est inférieur à celui des équations, par la condition que I^ 
somme des carrés des premiers membres de ces équations soit un 
minimum, ou méthode des moindres carrés. 



1 



NOTE 

sua LA RÉSOLUnOlV DES ÉQUATIONS 
DU PREBUER DEGRÉ. 

539. Formule générale qui représente l'une des incon- 
nues. Considérons n équations à n inconnues : 

fli*^i4- «1*^2+ V^t+ •••+ a<*a?|-}-... -(- «•'aî,= lit 
aM + Of 'a?! + aJ'Xi +... + a,'a?, + ...+ a,'a?;= Z^, 

ûj, flf. û^«» ûi*> a^,..af „.a^ désignent des coefficients quel- 
conques, tout à fait indépendants les. uns des autres; a^ n'est, 
par exemple, nullement égal au carré de a^ ; et le chiffre 2 n'y 
figure que comme un indice. En général, af n'a aucune Uaison 
avec ùi, et n'en est nullement la puissance A;; Tindice inférieur t 
indique le numéro d'ordre de l'inconnue, et l'indice supérieure, 
le numéro de l'équation. 

Gela posé, considérons le produit : 

P=aia2as.. .a,(a2 — <ïi)(û8 — ai)...(a<~-ai). ..(a, — (i^{(i^-^(i^{a^ — Oj)..» 

{ai — a2)...(a,— aj)(a4 — aa)...(ct. — (iz).,.{a^ — a^, 

obtenu en faisant le produit de tous les coefficients de la pre- 
mière équation par leurs diflérences deux à deux, et ayant soin 
de prendre, avec le signe — , dans chaque différence, le terme 
affecté du plus petit indice. Ce produit P se composera d'un 
grand nombre de termes, dans lesquels les quantités a^ cf|...a. 
auront divers exposants ; chacun des termes contiendra toutes 
les lettres a^^ a^...a^\ mais l'exposant de chacune d'elles sera 
au plus égal à n. Nommons R ce que devient ce produit, lorsque 
l'on considère les exposants comme des indices supérieurs : R 
contiendra alors les différents coefficients du système d*équa- 
tîon proposé; et chacun d'eux figurera, dans chaque terme, au 
premier degré, puisque, par hypothèse, nous avons remplacé 
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les exposants par des indices. Si, par exemple, la puissance k 
de ai figure dans le produit P, nous la remplacerons, pour ob- 
tenir R, par a<', coefficient de Xi dans Féquation de rang k ; en 
sorte que les deux expressions P et R s'écriront de même, mais 
représenteront des valeurs très-différentes. 

Supposons maintenant que Ton rassemble, en un seul, tous 
les termes de R, qui contiennent d affecté du même indice su- 
périeur ; R prendra la forme 

[2] R= A/ a/ + A<V+ XiW + ...+' A<V+ ... + A^ar, 

A/, A»^.^ Ai* étant des sommes de produits, dans lesquels ne 
figure évidemment aucune des quantités a/, Oi* ... a<**. 
Or je dis qu'on a les équations suivantes : 



[3] 



Q = Ai^ai + AÎ'ai^+Ai^atK.. + Ai''ai\ 
0= A/ as -j- Ai^a2*+ A^'os»... -j- A^^^aA 

0= Ai* a,+ A^au'+ A^'a»»... + Ai'^aA 

0= Ai* an -fAiV+ AiV ...+ Ai»* a.^ 



ou, en d'autres termes, que l'expression R s'annule, si l'on y 
remplace, dans tous les termes, l'indice inférieur i de la lettre a 
par une autre valeur quelconque 1, 2.,,k...n, En effet, Tex- 
pression P, renfermant en facteur («i — at) (oj — at) ... (a, — ai)^ 
s'annule identiquement, si l'on suppose, par exemple, ai=ak : 
le résultat de cette substitution doit être zéro, indépendam- 
ment de toute valeur attribuée aux lettres Oi, a2...a.. Les 
termes doivent donc se détruire identiquement, et être égaux 
deux à deux et de signes contraires. Or, il est évident que celte 
identité ne sera pas altérée, quand on considérera les exposants 
comme des indices, afin de passer de l'expression P à l'expres- 
sion R. 

Les équations [3] étant démontrées, on obtiendra évidem- 
ment la valeur de xt, en multipliant les équations proposées 
[1] par Ai*, Ai*. ..Ai*, et en les ajoutant. Les coefficients de a?i. 
œt...Xi^u Xi+i...x,^ deviendront/ en effet, égaux à zéro, en 
vertu des équations [3] ; et le coefficient de X{ deviendra égal à 
R, en vertu de [2]. 
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On aura donc : 

A/i.+ A,%+...4-A,"/, 



•> 



d'où [4] x,= 



a 






Ainsi, quand on a formé le dénominateur R, on forme le numèra- 
leur d*une inconnue quelconque x^, en remplaçant^ dans chaque 
terme de R, les coefficients a,*, a<*...a<'* de x< par les termes tout 
connue correspondants Ij, 1^ ...!»• 

On obtiendra, par ce procédé, la" valeur de chacune des in- 
connues. On voit que toutes ces valeurs ont le même dénomi- 
nateur R. Si R n'est pas nul, chaque inconnue a une valeur 
unique et déterminée ; et le système des équations ne présente 
aucune particularité. L*étude de l'expression R conduit à une 
théorie importante d'analyse algébrique, que nous ne pouvons 
indiquer ici. 

540. Nous donnerons cependant quelques développements 
sur la forme du dénominateur R. Nous établirons d*abordla 
proposition suivante : 

Théorème. Le produit P, el, par suite, V expression R, change de 
signe f sans changer de valeur ^ si deux indices c et c' y sont changés 
Vun dans l'autre. 

Remarquons, en effet, que, dans le produit P, les seuls fac- 
teurs,, sur lesquels ce changement exerce une influence, sont 
ceux dans lesquels figure a» ou a^ , c'est-à-dire, en supposant 
c<c': 

(a^ — fli) (^0—02) ••. (ct« — aç_i)(acH — a^..,{ac — ao)...(a, — a^ 
{Oc — ai)...(a«.— ac-i)(^o' — ûfc+i)-.(ûo — c^o'-i)(ûc'+i — ac').-(a«— û«). 

Si l'on change c en c', et </ en c (sans changer, bien entendu, 
c— l,c-f-l,c'— 1,g' + 1, qui sont des indices différents de cet 
c'), ces facteurs, pris cnscnible, conservent les mêmes valeurs 
absolues, et ne font que se substituer les uns aux autres; mais 
il y en a un certain nombre qui ciiangent de signe* 
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!• Les facteurs (a«— a,) (a,— Oi)...(Otf — a^i) de la première 
ligne et les facteurs (ac — ai) {ae—a^)>..{a9 — «e-i) de la seconde 
ligne» ne font que se changer les uns dans les autres. i 

â*» Les facteurs (ae+i — aj (ae+i — a^)..* (ao-i — «c) , 

échangent leurs valeiurs absolues; mais chacun d'eux devient 
égal et de signe contraire à celui qui lui correspond. Cela fait 
en tout 2 (c' — c — 1) changements de signes, qui n'exercent pas 
d*influence sur le signe du produit. 

3® Le facteur {a^ — a^ 

change de signe sans changer de yaleur. 

4*> Les facteurs (04,+, — a,) (««.«— at)...(a,— a^,) 

(a«+i— flc») (««>• — (v) ... (a^— ««•) 

ne font que se changer les uns dans les autres. 

En résumé, le seul changement, que subisse le produit, pro- 
vient du changement de signe de (a^ — a^\ et, par suite, P et R 
changent de signe, sans changer de valeur, lorsqu'on change c 
en c\ et d en c. 

■ 

341. Corollaire. Il résulte de la proposition précèdenle, 
que, dans chaque terme des polynômes P et R, les exposants de deux 
leitns Bc et Bo- sont toujours inégaux. 

Si, en effet, dans un terme de ces expressions, a^ et a^ avaient 
le même exposant, ce terme ne changerait pas par le change- 
ment des indices c et </; il ferait donc partie du polynôme -f- P 
et du polynôme égal et de signe contraire ^P; et, par suite, il 
enirerait deux fois dans P avec des signes différents, et pourrait 
être supprimé. 

Il est clair, d'ailleurs, que chaque terme contient, au moins 
une fois, chacun d^ facteurs Oi, as...a,; et comme l'exposant 
de ces lettres ne surpasse jamais «i, ils ne peuvent élre tous dif- 
férents, qu'en reproduisant, dans un certain ordre, la série des 
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nombres 1^ 2...n; en sorte que le terme général de P (ou deR, 
car c*est la même chose) est 

«if Qt|...a,, désignant les nombres entiers 1, 2...n, pris dans 
un certain ordre. 

On pourra donc, en intervertissant convenablement les fac- 
teurSy écrire ce terme général de la manière suivante : 

Pli Ps ***P»> représentant aussi les nombres 1, 2 ...n» écrits dans 
un certain ordre. 

342. Formation de R. Cette remarque permet de former tous 
les termes de R ; mais il reste à déterminer le signe qui convient 
à chacun d*eux. On remarquera pour cela que, si Ton change 
dans R (359) deux indices inférieurs l'un dans Tautre, R doit 
changer de signe. Les termes positifs doivent donc se transfor- 
mer en ceux qui sont actuellement négatifs, et réciproquement. 
En faisant deux changements d'indices de suite, les termes pri- 
mitivement positifs reprendront le signe -f (sans que pour cela 
chacun d'eux reprenne sa valeur) ; et, en général, un nombre 
pair de permutations, effectuées sur deux indices, changerait 
les termes positifs entre eux, tandis qu'un nombre impair de 
permutations transformera les termes positifs en termes actuel- 
lement négatifs, et réciproquement. 

Si donc on veut savoir, si deux termes donnés ont le même 
signe ou des signes contraires, il suffit de compter le nombre de 
permutations d'indices inférieurs nécessaires pour passer de 
Tun à l'autre : si ce nombre est pair, les termes ont le même 
signe ; s'il est impair, leur signe est différent. 

D'après cela, pour former tous lés termes de R, on prendra 
le premier terme 

puis on changera successivement les uns dans les autres les in« 
dices inférieurs, en ne faisant qu'un seul changement à la fois, 
et changeant chaque fois le signe du terme obtenu. 
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; Si, par exemple, n = 3, on obtiendra : . \ 

i ■ f 

expression dans laquelle chaque terme s'obtient du précédent, 
en changeant son signe, après aVoir Interverti deux indices in- 
férieurs de la lettre a. i 

RÉSUMÉ. 

359. Formule générale qu} représente la valeur d'une inconnue satis- 
faisant à un système de h équations à n inconnues.—» 340. Le déno- 
minateur commun change de sigoe, lorsqu'on permute deux indices 
inférieurs Tun avec Pautre. — 341. Les indices supérieurs de deux 
lettres sont toujours inégaux, dand un même ter ire* <— 342. Forma- 
tion du dénominateur commun* 



Alg. sp. B. 
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TABLE DES ARCS ET DES SINUS ET TANGENTES , ' 

EXPRIMÉS EN PARTIES DU RAYON, 

pour servir à la résolution des équations transcendantes. 


Arc. 


0» 
!• 
2» 
3« 
4» 
5» 

6* 
7* 
8» 
9* 

11» 
12« 

là* 

14» 
15» 

16« 
17» 
18» 
19« 

20« 

2l« 

23« 
240 

25« 

26» 
27» 
28» 
29» 
30* 

31« 
32» 
33« 
34» 
35» 

36« 
37» 
38« 
39» 
40» 
410 
4^0 

43» 
44» 

45» 


•Sinos. 


Cosinus. 


Tangente. 


Cotangente. 


90» 
'89» 
88» 
87» 
«6» 
85» 

84» 
83» 
82» 
81» 
80« 

79» 
78« 
IV 
.76» 

75» 

74» 
73» 
72» 
71» 
70» 

69» 
68» 
67» 
60» 
65» 

64» 
63» 
62» 
61» 
60» 

59» 
58» 
57» 
56» 
55» 

54» 
53» 
52» 
51» 
50» 

49» 
48» 
47» 
46» 
45» 


Arc. 




0,0175 
0,0349 
0,0524 
0,0698 
0,0873 




0,0175 

0,0349 

0.0523 

0,0698 

0,0872 


1,0000 
0,9998 
0,9994 
0,9086 
0,9976 
0,9962 




0,0175 

0,0349 

0,0524 

0,0699 

0,0875 


57,2900 
28,6363 
19,0811 
14,3007 
11,4301 


1,5708 

1,5633 

1,5359. 

1,S184 

1,5010 

1,4835* 


0,1047 
0,1222 
0,1396 
0,1571 
0,1745 


0,1045* 

0,1219 

0,1392 

0,1564 

0,1736 


0,9945* 

0,9925* 

0,9903 

0,9877 

0,9848 


0,1051 

0,1228 

0,1405* 

0,1584 

0,1763 


9,5144 
8,1443 
7,1154 
6,3138 
5,6713 


1,4661 
1,4486 
1,4312 
1,4137 
1,3963 


0,1920 
0,2094 
0,2269 
0,2443 
0,2618 


.0,1908 
0,2079 
0,2250 
0,2419 
0,2588 


0,9816 
0,9781 
0,9744 
0,9703 
0,9659 


0,1944 
0,2126 
0,2309 
0,2493 
0,2679 


5,1446 
4,7046 
4,3315 
4,0108 
3,7321 


1,3788 
1,3614 
1,3439 
1,3265 
1,3090 


0,2793 
0,2967 
0.3142 
0,3316 
0,3491 


0.2756 
0,2924 
0,3090 
0,3256 
0,3420 


0,9613 

0,9563 

0,9511 

0.9455* 

0,9397 


0,2867 
0,3057 
0,3249 
0,3443 
0,3640 


3,4874 
3,2709 
3,0777 
2,9042 
2,7475 


1,2915* 

1,2741 

1,2566 

1,2392 

1,2217 


0,3665* 

0,3840 

0,4014 

0,4189 

0,4363 


0.3584 
0,3746 
0,3907 
0,4067 
0,4226 


0,9336 

0,9272 

0,9205* 

0,9135* 

0,9063 


0,^839 
0,4040 
0,4245 
0,4452 
0,4663 


2,6051 
2,4751 
2,3559 
2,2460 
2,1445* 


1,2043 
1,1868 
1,1694 
1,1519 
1,1345 


0,4538 
0,4712 
0,4887 
0,5061 
0,5236 


0,4384 
0,4540 
0,4695 • 
0,4848 
0,5 


0,8988 
0,8910 
0,8829 
0,8746 
0,8660 


0,4877 

0,5095* 

0,5317 

0,5543 

0,5774 


2,0503 
1,9626 
1,8807 
1,8040 
1,7321 


1,1170 
1,0996 
1,0821 
1,0647 
1,0472 


0.541 1 

0,5585* 

0,5760 

0,5934 

0,6109 


0,5150 
0,5299 
0,5446 
0,5592 
0,5736 


0,8572 
0,8480 
0,8387 
0,8290 
0,8192 


0,6009 

0,6249 

0,6494 

0,6745^^ 

0,7002 


1,6643 
1.6003 
1,5399 
1,4826 
1,4281 


1,0297 
1,0123 
0,9948 
0,9774 
0,9599 


0,6283 
0,6458 
0,6632 
0,6807 
0,6981 


0,5878 
0,6018 
0,6157 
0.6293 
0,6428 


0,80U0 
0,7986 
0,7880 
0,7771 
0,7660 


0,7265* 

0,7536 

0,7813 

0,8098 

0,8391 


1,3764 
1,3270 
1,2799 
1,2349 
1,1918 


0,9425 
0,9250 
0,9J76 
0,8901 
0,8727 


0,7156 
0,7330 
0.7605 
0,7679 
0,7854 


0,6561 
0,6691 
0,6820 
0,6947 
0,7071 


0,7547 
0,7431 
0,7314 
0,7193 
0,7071 


0,8693 

0,9004 

0,9325* 

0,9657 

1, 


1,1504 

1,1106 

1,0724 

1,0355* 

1. 


0,8552 
0,8378 
0,8203 
0,8029 
0,7854 


Arc. 


Cosinus. 


Sinus. 


Cotangente 


Tangente. 


Arc 



N. B. Les * placés à la suite du chiffre 5 indiquent, qa*en calculant à trois décimaks, 
on doit augmenter le chiffre qui précède. 
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